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LEÇONS 

D'ARITHMÉTIQUE 

LIVRE L 

LE8 QUATRE OPÉRATIONS. 



CHAPITRE L 

IVCJinËBATIOM. 



Définitions. 

fl. L'idée du nombre naît de la pluralité des objets consi- 
dérés simultanémeot, ou de la répétition des phénomènes que 
nous observons. 

Ainsi les arbres qui bordent une avenue nous donnent 
ridée d'un nombre; un régiment se compose d'un certain 
nombre de soldats ; la succession des jours, les battements d'une 
horloge forment des nombres de plus en plus grands. 

On appelle unité l'objet ou le phénomène dont la répétition 
constitue le nombre. 

On comprend aussi sous la dénomination de nombre l'unité 
seule, et l'on considère un comme le plus petit de tous les 
nombres. 

L'Arithmétique est la science des nombres. 

Formation des nombres. 

9. Si, à côté d'un objet, on place un autre objet, on a l'idée 
d'un nombre que l'on nomme deux. Si, à côté de ces deux 
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objets, on en place encore un autre, on a Fidée d'un nouveau 
nombre que Ton nomme trois. En continuant de la sorte, on 
forme successivement les nombres quatre, cinq^ ste, sept, huUy 
neuf, dipo. 

Si Ton ajoute ainsi sans cesse une unité nouvelle au dernier 
nombre obtenu, on forme la série croissante et indéfinie des 
nombres. 

On a donné un nom particulier à chacun des dix premiers 
nombres. Ces noms sont : un, deux, trois^ quatre, cinq, six, 
sept, huit, neuf, dix. 

On aurait pu continuer de la même manière, et donner un 
nom particulier à chacun des nombres suivants; mais il eût 
"été impossible d'apprendre cette infinité de noms. On a donc 
cherché un moyen de nommer tous les nombres, à Taide d'un 
petit nombre de mots ; c'est le but de la numération parlée. 
Je vais exposer le système de numération universellement 
adopté, en n'employant d'abord que les mots strictement 
nécessaires; puis je ferai connaître les irrégularités que l'usage 
a introduites. 

IVnmératlon parlée.^ 

«S . le suppose, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de compter 
les noix contenues dans un sac. Je prends les noix une à une^ 
eji disant :. une, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, 
neuf, dix ; je forme ainsi un premier monceau de dix, ou une 
dizaine. Je recommence en disant : une, deux, trois, quatre, 
cinq, six, sept, huit, neuf, dix ; je forme une seconde dizaine 
à, côté de la première. Je recommence encore et je répète la 
même opération jusqu'à ce que j'aie vidé le sac; j'ai alors un 
certain nombre de dizaines rangées sur une même ligne et 
quelques noix restantes. On peut représenter la disposition des 
choses par la figure suivante : 

o o o o o o o 

• • • • 

dans laquelle les points désignent les noix simples et les cercles 
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]es dizaines. On dit alors que le nombre des noix contenues 
dans le sac est : 

SEPT dizaines et quatre unités. 

Supposons qu'il y ait plus de neuf dizaines. Je réunis les 
dix premières dizaines en un seul monceau^ que j'appeUe une 
centaine ; je réunis les dix suivantes pour former une autre 
centaine^ et ainsi de suite; j'ai alors un certain nombre de 
centaines^ puis quelques dizaines et quelques noix restantes 
ainsi que le représente la figure suivante^ dans laqueUe les 
points désignent les noix simples^ les petits cercles les dizaines^ 
les grands les centaines. 

o o o o o 

oooooooo 



~ On énonce le nombre des noix en disant : 

CINQ centaines, huit dizaines, quatre unités. 

S'il y avait plus de neuf centaines, on les réunirait dix par 
dix, d'une manière analogue, pour former des mille, et ainsi 
de suite. 

Unités de différents ordres. 

4. Notre procédé de numération consiste donc à former des 
collections de dix en dix fois plus grandes , qui s'appellent 
unités de différents ordres. Dix unités simples ou du premier 
ordre forment une dizaine ou une unité du second ordre; dix 
dizaines forment une centaine ou une unité du troisième ordre ; 
dix centaines forment un mille ou une unité du quatrième 
ordre; en général, dix unités d'un certain ordre forment une 
unité de l'ordre suivant. Le tableau suivant contient les noms 
des unités des différents ordres. 



Premier ordre. 
Deuxième ordre. 
Troisième ordre. 
Quatrième ordre. 
Cinquième ordre. 
Sixième ordre. 
Septième ordre. 
Huitième ordre. 
Neuvième ordre. 
Dixième ordre. 
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— Un. 

— Dix. 

— Cent. 

— Mille. 

— Dix mille. 

— Cent mille. 

— Un million. 

— Dix millions. 

— Cent mitions. 

— Vn billion. 

— Dix billions. 

— Cent billions. 

— Un trillion. 

— Dix trillions. 



!'• classe. 



^ classe. 



3« classe. 



4« classe. 



5* classe. 



On lit ce tableau en disant : wn, dix, cent, mille. On aurait 
pu donner un nom nouveau à chacun des ordres suivants ; 
mais, afin d'éviter un trop grand nombre de mots, on a 
conservé pour Tunité du cinquième ordre la dénomination 
dix mille; Tunité du sixième ordre vaut dix fois dix mille ou 
cent mille; on a conservé également cette dernière dénomina- 
tion. Quant à Tunité du septième ordre, qui vaut dix fois cent 
mille ou mille mille, on lui a donné un nom nouveau million. 
Puis viennent la dizaine de millions et la centaine de millions; 
Tunité suivante, qui vaut dix centaines de millions ou mille 
millions, a été appelée billion ou milliard. 

De cette manière, les ordres ont été groupés en classes de 
trois en trois. Les unités simples, s^assemblant par dizaines et 
centaines, forment la première classe. Les mille s'assemblent, 
comme les unités simples, par dizaines et centaines, et forment 
la seconde classe. Les millions, s'assemblant de même par 
dizaines et centaines, forment la troisième classe, et ainsi de 
suite. 

On voit que, par la formation des classes un mot nouveau 
seulement est nécessaire pour nommer le premier ordre de 
chaque classe; les deux autres se désignent à Taide des mots 
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dix et cent. Je remarque aussi que les unités des classes suc- 
cessiyes sont de mille en mille fois plus grandes; ce sont : 
ïuniti simple, le mille, le million, le billion (que Ton nomme 
aussi milliard), le trillion, le quatrillion^ le quintillion, etc. 

On appréciera tout Tavantage de ce système de numération 
en observant que tous les nombres, depuis un jusqu'à un 
milliard exclusivement, sont nommés au moyen de treize 
mots seulement. 

S. Quand on a disposé, comme nous Tavons dit, les objets 
que Ton veut compter par collections de dix en dix fois plus 
grandes, pour énoncer le nombre des objets on dit combien 
il y a d'unités de chaque ordre (et il y en a au plus neuf), en 
commençant par Fordre le plus élevé et descendant progressi- 
vement. On dira, par exemple : quatre dizaines de millions, 
SEPT millions, miiT centaines de mtl/e, six dizaines de mille^ 
DEUX mille, neuf centaines, trois dizaines, cinq unités. 

Irrégularités. 

•. J'ai exposé le système de numération décimale dans sa 
perfection théorique, en n'employant que les mots strictement 
nécessaires; je vais maintenant faire connaître les modifica- 
tions que l'usage a consacrées. 

1** Les nombres deux dizaines, trois dizaines, quatre 
dizaines, cinq dizaines, six dizaines, sept dizaines, huit dizaines, 
neuf dizaines, ont été nommés : vingt, trente, quarante, cin- 
quante, soixante, septante, octante, nonante. 

L'usage a même introduit quelques irrégularités dans ces 
dénominations. Au lieu de septante, on dit habituellement 
soixante-dix, dibréyisition de soixante et dix; au lieu d'octante, 
on dit quatre-vingts, c'est-à-dire quatre fois vin^; au lieu de 
nonante, on dit quatre-vingt-dix, c'est-à-dire quatre-vingts 
plus dix. 

2* Les nombres dix-un, dix-deux, dix-trois, dix -quatre, 
dix-cinq, dix-six, portent les noms spéciaux : onze, douze, 
treize, quatorze, quinze, seize. Au delà commence la nomen- 
clature régulière : dix-sept, dix-huit, dix-neuf, vingt, vingt et 
un, vingt-deux, vingt-trois, etc. 
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Exemples. 

Le nombre six dizaines et quatre unités s'énonce soixante- 
quatre. 

Le nombre cinq centaines^ six dizaines, et quatre unités 
s*énonce cinq cent soixante-quatre. 

Le nombre deux milley trois centaines, cinq dizaines^ sept 
unités, s'énonce deux mille trois cent quarante-sept. 

Le nombre quatre dizaines de mille, deux mille, trois cen^ 
taines, cinq dizaines, sept unités, s'énonce quarante-deux mt/te 

TROIS cent cinquante-sept. 

Le nombre huit centaines de mille, deux dizaines de mille, 
TROIS mille, cinq centaines, trois dizaines, neuf unités, s'é- 
nonce HUIT CENT vingt-trois mille CINQ CENT TRENTE-NEUF. 

Le nombre quatre dizaines de millions, sept millions, huit 
centaines de mille, six dizaines de mille, deux mille, neuf cen- 
taines^ TROIS dizaines, cinq unités, s'énonce quarante-sept mil- 
lions HUIT CENT soixante-deux mille NEUF cent trente-cinq. 

IVumération écrite. 

7. Nous avons appris à nommer les nombres; nous allons 
dire maintenant comment on les écrit. Supposons d'abord le 
nombre écrit au moyen de l'écriture ordinaire. Soit, par 
exemple, le nombre. 

QUATRE ^*'' ** """« DEUX"'"* jnoiS *^«»*"°" qjj^q dwaines ç^pj nniUi. 

Si l'on remarque que les mots un, deux, trois, quatre, 
cinq, six, sept, huit, neuf, qui indiquent le nombre des unités 
de chaque ordre se répètent sans cesse, il viendra natureUe- 
ment à l'idée, afin d'abréger l'écriture, de représenter chacun 
de ces mots par un signe simple et facile à former. Les carac- 
tères ou chiffres que l'on a adoptés pour représenter les neuf 
premiers nombres sont : 

1234567 89. 
A l'aide de ces caractères, le nombre précédent s^écrit ; 

^ dii. de mille ^ mille . 3 «««t. g diz. ^ anités. 
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Je remarque maintenant que le chiffre 7, qui est au premier 
rang à partir de la droite, représente des unités du ptemiér 
ordre; le chiffre 5, qui est au second rang, représente dés 
dizaines, c*est-à-dire des unités du second ordre; le cbiffi'e 8, 
qui est au troisième rang, représente des centaines, c'^st'â- 
dire des unités du troisième ordre; le chiffre 2, qui est au 
quatrième rang, représente des mille, c'est-à-dire des unHés 
du quatrième ordre ; le chiffre 4, qui est au cinquième rattg, 
représente des dizaines de mille ou des unités du cinquième 
ordre. En un mot, le rang de chaque chiffre, à partir de la 
droite, indique Tordre des unités qu'il représente. Il est donc 
inutile d'écrire le nom de Tordre, le rang du chiflire Tindique 
suffisamment. De cette manière le nombre précédent s'écrit 
simplement 

42357. I , 

Considérons encore le nombre 

4. dii.de mDlions ']^ million! g cent, de mille g dis. de mille. 2™ille Qeent. 3 dii. ginift^.' 

Le rang de chaque chiffre, à partir de la droite, indiquanttou- 
jours Tordre des unités, on écrira simplement 

47862935. 

S. Comme il arrire souvent que certains ordres é^unités 
manquent, on a imaginé un nouveau caractère, le chifiteB 9, 
que Ton nomme zéro, et qui, n'ayant aucune valeur par Im- 
même, sert uniquement à remplir les places vacantes^ Soit, 
par exemple, le nombre cinq cent sept, ou qnq centaines et 
SEPT unités. Ce nombre ne contient pas de dizaines; on matisa 
un zéro pour marquer la place des dizaines, et Ton écrira 

5 7. 

De cette manière, le chiffre 5, qui représente des centaine^ ou 
des unités du troisième ordre, est toujours au troisième rai^ 
à partir de la droite. De même, le nombre six cent deux miUê 
CINQ, ou SIX centaines de mille, deux wt7fe,;ciNQ unités^ s'écrii^ 

602005; 
on a marqué par des zéros la place des unités qui manMfneai 
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Cette manière d'écrire les nombres repose^ comme on le 
Toit^ sur deux idées : i^ invention de neuf caractères ou chiffres 
servant à désigner les. neuf premiers nombres: 2o indication 
de Tordre des unités par le rang qu'occupe Je chiffre à partir 
de la droite. 

On a coutume d'exprimer cette seconde convention en disant 
qu'un chiff!re placé à la gauche d'un autre représente des unités 
dix fois plus grandes. 

Règles. 

9. De ce qui précède^ on conclut les deux règles pratiques 
suivantes : 

Règle 1. Pour écrire en chiffres un nombre énoncé en lan- 
gage ordinaire, on place siu:ces8ivement à la suite les uns des 
autres, en allant de gauche à droite, les chiffres qui expriment 
les nombres de centaines, de dizaines et d'unités de chaque 
classe, en commençant par la classe la plitë élevée et descendant 
progressivement, et marquant par des zéros la place des unités 
qui manquent. 

Règle II. Pour énoncer en langage ordinaire un nombre 
écrit en chiffres, si le nombre n'a que trois chiffres au plus, on 
énorwe successivement chaque chiffre à partir de la gauche, en 
indiquant immédiatement après l'ordre des unités. Ainsi les 
nombres 

38, 60, 837, 240, 601, 700, 
s'énoncent : 

TRENTE-HUIT, SOIXANTE, HUIT CENT TRENTE-SEPT, DEUX CENT 
QUARANTE, SIX CENT UN, SEPT CENTS. 

Lorsque le nombre donné a plus de trois chiffres y on l'imagine 
partagé en tranches de trois chiffres à partir de la droite, sauf 
à n'en laisser qu'un ou deux dans la dernière tranche: puis, 
commençant par la gauche, on énonce successivement chaque 
tranche, comme si elle était seule, en indiquant après le nom de 
la cUuse. 
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Soit le nombre 

25347. 

Les trois premiers chiffres 1, A, 3^ de droite à gauche^ se rap- 
portent à la classe des unités; les deux suivants à celle des 
mille. On dira donc: vingt-cinq mille trois cent quarante- 

SEPT. 

Soit, de même, le nombre 

4637521. 

Les trois premiers chiffres^ de droite à gauche, se rapportent 
à la classe des unités, les trois suivants à celle des mille, le 
dernier à celle des millions. On dira donc quatre millions 

SIX CENT TRENTE-SEPT mille CINQ CENT VINGT ET UN. 

Soit encore le nombre 

1070000304. 

La classe des mille manque complètement. On dira : un billion 

SOIXANTE-DIX mt7{iOfl5^ TROIS CENT QUATRE. 

Exercices. 

lo Le professeur donnera aux élèves des sacs de graines ; les 
élèves disposeront les graines par collections de dix en dix 
fois plus grandes; ils diront les nombres et les écriront en 
chiffres. 

2o Lire les nombres suivants : 

42, 71, 99, 152, 207, 101, 999, 200, 1267, 2075, 2060, 
6000, 41274, 235628, 10020, 100000, 1050003. 

L'élève dira d'abord la signification de chaque chiffre en 
allant de droite à gauche; puis iUira le nombre. 
30 Lire les nombres suivants : 

245187236—4062007—100000400—3000000000—70541009000. 

4** Écrire en chiffres les nombres suivants : 

Vingt-cinq, vingt, dix, douze, octante, quatre-vingts, 
soixante, nonante-neuf, soixante-quinze, quatre-vingt-dix- 
sept, deux cent quarante-six, cent, cent un, huit cent cin- 
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quante, neuf cent neuf, mille quatre cent trente-huit, trois 
mille neuf cent soixante, cinq mille dix, quatre cent mille 
deux cents, neuf cent mille, neuf cent huit mille sept, trois 
millions quatre cent cinquante-deux mille neuf cent cin* 
quante-sept, cent millions vingt mille trois, un billion vingt. 
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ADDITIOIV. 

Définition. 

flO. L'addition est une opération qui a pour but de réunir 
plusieurs nombres en un seul. Le résultat s'appelle somme ou 
total. 

On a plusieurs monceaux de noix; si on les réunit en un 
seul; on fait une addition. On connaît les nombres de noix 
que renferment les différents monceaux; il s'agit de calculer 
combien de noix renferme le monceau total. 

Je vais examiner différents cas, en commençant par les plus 
simples. 

Addition de deux nombres d*un chififre. 

flfl . Je yeux, par exemple, additionner les nombres 4 et 5. 
n est évident que j'arriverai au résultat en ajoutant au 
nombre 5 chacune des unités qui composent le nombre 4. Je 
suppose une main fermée, et partant de 5, j'ajoute successive- 
ment l'unité, en ouvrant un doigt à chaque unité ajoutée; 
quand j'aurai ouvert quatre doigts, je m'arrêterai. Partant de 
cinq, je dis donc : six, sept, huit, neuf; j'ai ouvert quatre 
doigts, la somme est 9. 

Soit encore à ajouter 8 et 9. Je ferme les deux mains, et, 
partant de 9, j'ouvre les doigts successivement, en disant : 
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dix, onze^ douze, treize, quatorze, quinze, seize, dix-sept. J'ai 
ouvert 8 doigts, je m'arrête, la somme est 17. 

A force d'habitude et la mémoire aidant, on finit par dire 
tout d'un coup 

5 et 4 font 9, 
9 et 8 font 17; 

et, pour abréger encore, en sous-entendant le mot font 

5 et 4 9, 

9 et 8 17. 

On pourrait suivre ce procédé élémentaire pour faire l'addi- 
tion de deux nombres quelconques, en ajoutant successive- 
ment à l'un d'eux chacune des unités qui composent l'autre; 
mais l'opération deviendrait fort longue si les nombres donnés 
étaient considérables. Je vais indiquer le procédé au moyen 
duquel on abrège l'opération. 

Addition d*an sombre d*un chiffre à un nombre de plusieurs chiffres. 

19. Ajouter 3 à 54. Puisque trois unités ajoutées à quatre 
unités donnent sept unités, la somme est 57. 

Ajoutera à 37. Huit et sept font 15 unités, c'est-à-dire cinq 
unités et une dizaine; cette dizaine ajoutée aux trois dizaines 
donne quatre dizaines; la somme, se composant de quatre 
dizaines et de cinq unités, est 45. 

Par l'habitude, on dira tout d'un coup 

54 et 3 57, 

37 et 8 45. 

Addition de nombres quelconques. 

13. Additionner les nombres 7638, 5703, 947 et 799. 

Je place les nombres proposés les uns au-dessous des autres, 
de manière que les unités soient sous les unités, les dizaines 
sous les dizaines, les centaines] sous les centaines, les mille 
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1008 les miUe; en un mot, de manière que les unités de même 
)rdre soient dans une même colonne Terticale. 

7638 

5703 

947 

799 

15087 

Je trace sous le dernier nombre un trait horizontal^ au* 
lessous duquel j'écrirai le résultat. 

Pour additionner ces nombres, il suffit d'ajouter successi- 
rement les unités simples aux unités simples^ les dizaines aux 
lizaines^ les centaines aux centaines^ les mille aux mille. 

J'additionne donc les unités contenues dans la première 
colonne de droite; je dis : 8 et 3 font 11^ 11 et 7 font 18^ 18 et 
9 font 27. J'ai 27 unités ; ces 27 unités donnent 7 unités que 
l'écris au-dessous de la colonne des unités^ et 2 dizaines que 
je reporte à la colonne des dizaines. 

J'additionne les dizaines contenues dans la seconde colonne; 
|e dis : 2 dizaines reportées et 3 font 5, et 4 font 9^ et 9 font 
18. Ces 18 dizaines donnent 8 dizaines que j'écris au-dessous 
des dizaines^ et i centaine que je reporte à la colonne des 
centaines. 

J'additionne les centaines contenues dans la troisième co- 
lonne; je dis : 1 centaine reportée et 6 font 7, et 7 font ià, et 
9 font 23, et 7 font 30. Ces 30 centaines donnent 3 mille; 
j'écris donc sous les centaines, et je reporte 3 mille à la 
colonne antérieure. 

J'additionne les mille : 3 mille reportés et 7 font dix, et 5 
(ont 15. Ces 15 mille donnent 5 mille que j'écris sous les mille^ 
et une dizaine de mille que j'écris à la gauche du chiffre 5. 
L'addition est terminée ; la somme cherchée est 15087. Ainsi : 

Règle. Pour additionner plusieurs nombres^ on les écrit les 
wns au-dessous des autres, de manière que les unités de même 
ordre soient placées dans une même colonne verticale; on trace 
«n irait au-dessùus du dernier nombre; puis, à partir de la 
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droite, on fait successivement la somme des chiffres contenm 
dam chaque colonne verticale : si cette somm^ ne surpasse pas 
neuf y on l'écrit aurdessous telle qu'on Va trouvée; si elle sur- 
passe neuf, on n'écrit au-dessous que le chiffre des unités, et 
on reporte les dizaines à la colonne suivante. 

Comme il importe d'opérer aussi rapidement que possible, 
on effectuera Faddition en disant simplement : 

8 et 3 11 et 7 18 et 9 27; je pose 7, et retiens 

2 et 3 5 et 4...... 9 et 9 18; je pose 8, et rétiens 

lete 7 et 7 14 et 9 23, et 7.... 30, je pose 0, 

«t retiens 3 et 7 10 et 5 15;jeposel5. 

Remarque. 

fl4. L'addition d'une colonne fournit généralement une 
retenue pour la colonne de gauche; c'est pour cela que Ton 
commence l'opération par la droite. Si l'on opérait au con- 
traire en allant de gauche à droite, lorsqu'une colonne doo- 
Dierait une somme plus grande que 9, on serait obligé d'effacer 
le chiffre précédemment écrit pour l'augmenter de la retenue 
de la colonne suivante. Ainsi, dans l'exemple précédent, si Ton 
commençait par la gauche, on dirait : 7 et 5 font 12, je 
pose 12; la colonne suivante donne pour somme 29, j'écris 9, 
et, comme il faut reporter les 2 dizaines, j'efface le 2 que je 
remplace par 4. La troisième colonne donne i6, je pose 6, et 
je suis obligé d'effacer non-seulement le chiffre 9 que je rem- 
place par 0, mais encore le chiffre 4 que je remplace par 5. On 
voit donc combien il est utile pour la simplicité de l'opération 
de commencer par la droite. 

Preuve. 

15. On appelle preuve d'une opération une seconde opé. 
ration qui sert à vérifier l'exactitude de la première. Nous 
avons additionné chaque colonne verticale en 'allant de haut en 
bas; si nous recommençons l'opération en allant de bas en 
haut, nous devons retrouver le même résultat. Dans l'e^enriple 



ADDITION. iS 

précédent, la vérification a lieu. Cependant on ne peut affirmer 
d'une manière absolue Texactitude du résultat; car on aurait 
pu commettre dans les deux opérations des erreurs égales; 
mais^ comme cette circonstance est tout à fait exceptionnelle, 
on regardera comme trè?-probable Texactitude du résultat. 

Exercices. 

lo Un homme a reçu d'une part 74.35 francs, d'autre part 
4890 francs. Combien a-t-il reçu en tout? 

9p On a mélangé 450 kilogrammes de nitre avec 25 kilo- 
grammes de charbon et 25 kilogrammes de soufre, pour faire 
de la poudre à canon. Combien a-t-on obtenu de poudre? 

3* L'Europe contient 168 millions d'habitants, l'Asie 580 
millions, l'Afrique 92 millions, l'Amérique 150 millions et 
rOcéanie 10 millions. Quelle est la population de toute la 
terre? 

4* Une propriété se compose de quatre parties, un pré de 
1750 ares, un champ de 937 ares, un autre champ plus grand 
que le premier de 120 ares, et enfin un jardin de 89 ares. 
Quelle est l'étendue totale de la propriété? 
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SOUSTBACTION. 

Définition. 

16. La soustraction est une opération par laquelle d'un 
nombre donné on retranche un nombre plus petit. 

Le résultat s'appelle reste. 

Si d'un monceau de noix on ôte un certain nombre de noix, 
on fait une soustraction. 

La soustraction est Topération inverse de Faddition : car 
Taddition consiste à ajouter, la soustraction à retrancher. 

Le reste est la différence des deux nombres donnnés. Si Ton 
a, par exemple, deux longueurs, Tune de 9 mètres, Tautre de 
4 mètres, et que de la plus grande on retranche la plus petite, 
le reste sera évidemment la différence des deux longueurs 
données, ou Texcès de la plus grande sur la plus petite. 

Si au reste on ajoute le nombre retranché, il est évident que 
Ton reproduit le plus grand des deux nombres donnés. La 
soustraction peut donc être définie de cette manière : Étant 
donnés deux nombres, trouver le nombre qu'il faut ajouter 
au plus petit des deux nombres donnés pour reproduire le plus 
grand. 

Je vais, comme pour Taddition, considérer différents cas, 
en commençant par le plus simple. 

Cas où le plus petit nombre n*a qu'un chiffre et oU le plus grand est 
moindre que le plus petit augmenté de dix. 

17. Soit à retrancher 4 de 9. Il ejt clair que j'arriverai au 
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résultat en ôtant de 9 chacune des unités qui composent le 
nombre 4. Une main étant fermée, j'ôte successivement Tu- 
nité, en ouvrant un doigt à chaque unité retranchée; quand 
j'aurai ouvert quatre doigts, je m'arrêterai. Partant de neuf, 
je dis donc : huit, sept, six, cinq; j'ai ouvert 4 doigts, le reste 
est cinq. Mais il est plus simple de chercher dans sa mémoire 
quel est le nombre qui, sgouté à 4, donne 9. On sait que 4 et 5 
font 9; donc, si de 9 on retranche 4, il reste 5. 

De 15 ôter 8. Je ferme les deux mains, et, partant de 15, je 
retranche successivement 8 unités, en ouvrant un doigt à 
chaque unité retranchée, j'arrive ainsi au reste 7. On obtient 
immédiatement ce résultat en cherchant quel est le nombre 
qui ajouté à 8 donne 15. On sait que 8 et 7 font 15; donc, si 
de 15 on retranche 8, il reste 7. 

On pourrait eSectuer uiie soustraction quelconque par ce 
procédé, en retranchant successivement du plus grand nombre 
donné chacune des unités qui composent le plus petit; mais 
comme cette opération serait trop longue, on l'abrège de la 
manière suivante. 

Cas général. 

flS. De 8496 ôtez 1432. J'écris le plus petit nombre au- 
dessous du plus grand, de manière que les unités de même 
ordre soient dans une même colonne verticale ; je trace un 
trait horizontal au-dessous duquel j'écrirai le résultat 

8496 
1432 
7064 

Je retranche successivement les unités des unités, les di- 
zaines des dizaines, les centaines des centaines, les mille des 
mille. Je dis : 2 unités ôtées de 6 unités, il reste 4 unités, que 
j'écris au-dessous de la colonne des unités; — 3 dizaines ôtées 
de 9 dizaines, il reste 6 dizaines, que j'écris au-dessous des di- 
zaines;— 4 centaines ôtées de 4 centaines, il ne reste rien, 
j'écris à la colonne des centaines;— 1 mille ôté de 8 mille, 
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il reste 7 mille, que j'écris à la colonne des mille. Puisque 
toutes les parties du nombre inférieur ont été retranchées du 
nombre supérieur, la soustraction est effectuée; le reste est 
7064- 
Soit à retrancher 2739 de 3276. 

3276 
2739 



537 

Ici se présente une difficulté : on ne peut ôter 9 unités de 
6 unités. Pour éviter cet inconvénient, on s'appuie sur ce 
principe évident^ que> lorsqu'on augmente deux nombres 
d'un même nombre, la difTérence ne change pas. Au nombre 
supérieur j'ajoute une dizaine ou dix unités^ j'ai alors 16 uni- 
tés ; 9 unités ôtées de 16 unités, il reste 7 unités. J'ai ajouté 
une dizaine au nombre supérieur; pour que la difiérence ne 
change pas, j'ajoute aussi une dizaine au nombre inférieur^ et 
je retranche 4 dizaines de 7 dizaines^ il reste 3 dizaines. — 
Gomme on ne peut ôter 7 centaines de 2 centaines^ j'ajoute 
de même au nombre supérieur 10 centaines ou un mille, j'ai 
alors 12 centaines; 7 centaines ôtées de 12 centaines, il reste 
5 centaines. — Pour ne pas changer la différence , j'ajoute 
aussi dix centaines ou un mille au nombre inférieur, et je 
retranche 3 mille de 3 mille^ il ne reste rien. Le reste cherché 
est donc 537. 

Afin d'effectuer la soustraction aussi rapidement que pos- 
sible, on dit simplement : 

9 de 16 7; 4 de 7 3; 7 de 12 5; 3 de 3... 0. 

Soit encore la soustraction suivante : 
340070 
39096 
300974 

On dira : 6 de 10.... 4; 10 de 17.... 7; 1 de 10.... 9; 10 de 
10.... 0; 4 de 4.... 0; Ode 3.. ..3. 

Règle. Pour trouver la différence de deux nombres, on écrit 
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leplw petit nombre au-dessous du plm grand, de manière, que 
ks unités de même ordre soient dans une même colonne verti- 
cale; puis, à partir de la droite, on retranche successivement 
chctque chiffre du nombre inférieur du chiffre supérieur corres- 
pondant, et Von écrit la différence au-dessous. Lorsqu'un chiffre 
inférieur est plus grand que le chiffre supérieur correspondant, 
on ajoute dix à ce dernier, en ayant soin d^augmenteir, parte 
pensée, cTune unité le chiffre placé immédiatement à gauoke 
dans le nombre inférieur. 

Remarque. 

J19. Si chacun des chiffres inférieurs était plus petit que le 
chiffre supérieur correspondant^ il serait indifférent d'opérer 
de gauche à droite ou de droite à gauche ; mais> comme iln^en 
est pas toujours ainsi^ il est ayantageux d'aller de droite à 
gauche. Si Ton allait de gauche à droite et qu'on rencontrât 
un chifiire inférieur plus grand que le chifihre supérieur cor- 
respondant^ on serait obligé d'effacer le chiffre j^eédemment 
écrit au résultat pour le diminuer d'une unité. 

PpcuYe. 

SO. Quand d'un nombre on a retranché un autre^ si au 
reste on ajoute le nombre retranché^ il est clair que l'on doit 
retrouver le premier nombre. Ceci donne un moyen trèsr 
simple de vérifier une soustraction ; on additionnera le nombre 
inférieur et le reste, et Ton verra si l'on reproduit le nombre 
supérieur. 

Vérifions de cette manière l'une des soustractions effectuées 
précédenunent : 

3276 

2739 

537 

Sans rien écrire, on dira : 9 et 7 16, je pose 6 et retiens 1, 

et 3.... 4 et 3.... 7, je pose 7; 7 et 6.... 12, je pose 2 et retiens 
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\, et 2.... 3. On retrouve ainsi le nombre supérieur. L'opéra- 
tion est exacte. 

Exercices: 

i"" Une personne part pour un voyage avec 584 francs; à 
son retour elle n'a plus que 157 francs. Combien a-t-elle 
dépensé? 

2* Une personne née en 1789 est morte en 1832. Quel était 
son âge? 

3» Un vase vide pèse 408 grammes; plein d'alcool^ il pèse 
2015 grammes. Quel est le poids de Talcool contenu dans le 
vase? 

4fi La plus haute montagne du globe , dans THimalaya , en 
Âsie^ a 8588 mètres d'élévation au-dessus du niveau de la mer; 
le Mont-Blanc^ en Europe^ a 4810 mètres d'élévation. De com- 
bien la première montagne surpasse-t-elle la seconde? 

50 Le rayon qui va du centre de la terre au pôle est de 
6356324 mètres; celui qui va à l'équateur est plus grand, il est 
de 6376984 mèfres. Calculez la différence, ou l'aplatissement 
de la terre à chaque pôle. 

6» La terre, dans son mouvement annuel autour du soleil, 
n'est pas toujours à la même distance du soleil; la plus grande 
distance est de 35183000 lieues, la plus petite de 34017200 
lieues. Quelle est la différence? 
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Définition. 

91. la multiplication consiste à répéter un nombre nommé 
MULTIPLICANDE autatU de fois qu'il y a d'unités dans un autre 
nombre nommé multiplicateur. Le résultat s'appelle produit. 

Ainsi, multiplier 9 par 5, c'est répéter le nombre 9 cinq fois. 
9 est le multiplicande^ ou le nombre que Ton multiplie; 5 est le 
multiplicateur, ou le nombre qui indique combien de fois il 
faut répéter le multiplicande. 

Si Ton a plusieurs monceaux renfermant chacun le même 
nombre de noix, et si on les réunit en un seul, on fait une 
multiplication. Le monceau total est le produit de la multipli- 
cation. 

La multiplication, comme on le voit, n'est autre chose que 
Taddition de plusieurs nombres égaux entre eux. Pour multi- 
plier 9 par 5, j'écris donc le nombre 9 cinq fois : 

9 



9 
9 



45 

et j'additionne ; j'obtiens le produit 45 . 

Hais si les nombres étaient plus grands, s'il s'agissait, par 
exemple, de multiplier 258 par 36, l'addition deviendrait très- 
longue ; car il faudrait écrire 36 fois le multiplicande. Je vais 
expliquer comment on parvient à simplifier l'opération. 
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Table de muUiplicaiion. 

99. n est nécessaire de savoir d'abord par cœur les pro- 
duits que Ton obtient en multipliant les neuf premiers nom- 
bres les uns par les autres deux à deux; tous ces produits sont 
réunis dans la table suivante, dont on attribue Finvention à 
Pytbagore. 



■ 

i 

2 


2 
4 


S 


4 


S 
10 


6 


7 


8 


9 


6 


8 


12 


14 


16 


18 


5 


•6 


9 


12 


15 


18 


21 


24 


27 


4 


6 


12 


16 


20 


24 


28 


32 


36 


6 

'• 7 


10 


15 


20 


25 


30 


35 


40 


45 
54 
63 

72 


12 
14 


18 


24 


50 


36 


42 


48 
56 


21 


28 


35 


42 


49 


8 


16 


24 
27 


32 
36 


40 


48 


56 


64 


; 9 


18 


45 


54 


63 


72 


81 



Voici comment on forme cette table : 

J'écris sur une même ligne horizontale les neuf premiers 
nombres. J'ajoute chacun de ces nombres à lui-même, en di- 
sant : i et 1 font 2, 2 et 2 font 4, 3 et 3... 6, 4 et A... 8, 5 et »*.• 
10, 6 et 6... 12, 7 et 7... 14, 8 et 8... 16, 9 et 9... 18, et j'écris 
les résultats dans une seconde ligne horizontale au-dessous de 
la première. Cette seconde ligne renferme, comme on le voit, 
les neuf premiers nombres répétés deux fois, c'est-à-dire les 
produits des neuf premiers nombres par 2. 

A la seconde ligne j'ajoute la première, en disant : 2 et 1... 
3, 4 et 2... 6, 6 et 3... 9, etc.; et j'écris les résultats dans une 
troisième ligne horizontale. A deux fois chacun des neuf pre- 
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miers nombres^ j'ai ajouté une fois ces mêmes nombres^ j'ai 
ainsi trois fois ces nombres; la troisième ligne contient donc 
les produits des neuf premiers nombres par 3. 

A la troisième ligne j'ajoute de même la première, en 
disant : 3 et 1... 4, 6 et 2... 8, 9 et 3... 12, etc.; et j'écris les 
résultats dans une quatrième ligne horizontale. A trois fois 
chacun des neuf premiers nombres, j'ai ajouté une fois ces 
mêmes nombres; j'ai ainsi quatre fois ces nombres ou leurs 
produits par 4. 

On continuera de la sorte à ajouter aux nombres de la 
dernière ligne obtenue les nombres correspondants de la 
première , jusqu'à ce qu'on soit arrivé aux produits des 
neuf premiers nombres par 9. Alors on s'arrêtera, la table est 
complète, elle renferme tous les produits que Ton obtient en 
multipliant les neuf premiers nombres les uns par les autres 
deux à deux. 

Les nombres contenus dans une même colonne verticale 
sont les produits du nombre placé en tête de cette colonne par 
chacun des neuf premiers nombres; les nombres contenus 
dans une même ligne horizontale sont les produits des neuf 
premiers nombres par le nombre placé en avant. Si donc on 
veut trouver dans la table un produit, le produit de 7 par 3, 
par exemple, on regardera la colonne verticale qui commence 
par 7, et la ligne horizontale qui commence par 3 ; le nombre 
21, placé au point où se croisent les deux lignes, est le produit 
cherché. 

Par analogie, on dit qu'on multiplie un nombre par l'unité 
quand on écrit ce nombre lui-même; de cette manière, la 
première ligne horizontale contient les produits des neuf 
premiers nombres par l'unité. 

n est nécessaire d'apprendre par cœur la table de multipli* 
cation; on l'énonce ainsi : 

2 fois 1.... 2, 2 fois 2.... 4, 2 fois 3.... 6,.... 2 fois 9.... 18. 

3 fois 1.... 3, 3 fois 2.... 6, 3 fois 3.... 9,.... 3 fois 9.... 27. 



9 fois l.,.. 9, 9 fois 2.... 18, 9 fois 3.... 27,.... 9 fois 9..,. 81. 
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Multiplication d*ui& nombre de plusieurs chiffres par un nombre d*un chiffre» 

!t3. Soit à multiplier 497 par 6. L'opération consiste à 
répéter le multiplicande six fois; je répéterai six fois les 
unités, puis les dizaines, puis les centaines. J'écris le multipli- 
cateur au-dessous du multiplicande, 

497 

6_ 

8982 

et je souligne. Je dis : six fois 7 unités font 48 unités, j'écris 
8 unités sous la colonne des unités, et je retiens 4 dizaines; 
six fois 9 dizaines font 54 dizaines, et 4 dizaines retenues font 
S8 dizaines, j'écris 8 dizaines sous la colonne des dizaines, et 
je retiens 5 centaines ; six fois 4 centaines font 84 centaines; et 
5 centaines retenues font 89 centaines, j'écris 9 centaines et 8 
mille. Le produit est 8988. 

On effectuera rapidement l'opération en disant : 6 fois 7.... 
48, je pose 8 et retiens 4; 6 fois 9.... 51 et 4.... 58, je pose 8 et 
retiens 5; 6 fois 4.... 84 et 5.... 89, je pose 89. Le produit est 
2988. 

On commence l'opération par la droite, à cause des retenues ; 
la raison en est la même que pour l'addition. 

Multiplication d*un nombre quelconque par \ 0, 1 00, 1 000, etc. 

94. Proposons-nous d'abord de multiplier le nombre 5637 
par 10, Il s'agit de répéter ce nombre dix fois, c'est-à-dire de 
le rendre dix fois plus grand ; il suffit pour cela de mettre un 
zéro à sa droite, ce qui donne 56370. £n effet, le chiffre 7, 
qui était placé au premier rang et exprimait des unités, est 
maintenant placé au second rang et exprime des dizaines, 
c'est-à-dire des unités dix fois plus grandes. Le chiffre 3, qui 
était placé au second rang et exprimait des dizaines, est main- 
tenant placé au troisième rang et exprime des centaines, 
c'est-à-dire des unités dix fois plus grandes, et ainsi de suite. 
Chaque partie du nombre étant devenue dix fois plus grande, 
le nombre lui-même est devenu dix fois plus grand. 
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Proposons maintenant de multiplier le nombre 5637 par 100. 
n s'agit de répéter ce nombre cent fois^ c'est-à-dire de le rendre 
cent fois plus grand ; il suffit pour cela de mettre deux zéros à 
sa droite^ ce qui donne 563700. En efiet^ le chiffre 7^ qui était 
placé au premier rang et exprimait des unités^ est maintenant 
placé au troisième rang et exprime des centaines^ c'est-à-dire 
des unités cent fois plus grandes. Le chiffre 3^ qui était placé 
au second rang et exprimait des dizaines^ est maintenant placé 
au quatrième rang et exprime des mille ^ c'est-à-dire des 
unités cent fois plus grandes^ et ainsi de suite. Chaque partie 
du nombre étant devenue cent fois plus grande , le nombre 
lui-même est devenu cent fois plus grand. 

On verrait de même que pour multiplier le nombre 5637 par 
1000^ il suffît de mettre trois zéros à sa droite, ce qui donne 
5637000. Car le chifTre 7^ qui exprimait des unités^ exprime 
maintenant des mille; le chiffre 3^ qui exprimait des dizaines^ 
exprime maintenant des dizaines de mille^ etc. 

Ainsi, pour multiplier un nombre par 10, 100, 1000...., il 
suffit d'écrire à sa droite un, deux, trois.... zéros. 

Multiplication de deux nombres quelconques. 

9i. Soit à multiplier 5637 par 258. J'écris le multipli- 
cateur au-dessous du multiplicande, et je trace un trait ho- 
rizontal. 

5637 

258 

45096 

281850 

1127400 



1454346 

Multiplier 5637 par 258, c'est répéter le multiplicande deux 
cent cinquante-huit fois, ou bien, c'est le répéter huit fois, 
plus cinquante fois, plus deux cents fois. 

Je répète d'abord le multiplicande huit fois; j'ai le premier 
produit partiel 45096, que j'écris sous le trait horizontal. 

Je répète maintenant le multiplicande cinquante fols. Hais 
50, c'est 5 fois dix. On répétera donc le multiplicande cin- 
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quante fois, en le répétant d'abord dix fois, et répétant ensuite 
le résultat cinq fois. Pour répéter le multiplicande dix fois, il 
suffit, comme nous TaYonsTu, de mettre un zéro à sa droite, ce 
qui donne 56370. 11 faut ensuite répéter ce résultat cinq fois, 
c'est-à-dire le multiplier par 5; on a ainsi le second produit 
partiel 281850, que Ton écrit au-dessous du premier. 

Je répète enfin le multiplicande deux cents fois. Mais 200, 
c'est deux fois cent. On répétera donc le multiplicande deux 
cents fois, en le répétant d'abord cent fois, et répétant ensuite le 
résultat deux fois. Pour répéter le multiplicande cent fois, il 
suffit de mettre deux zéros à sa droite, ce qui donne 563700; 
il faut ensuite répéter ce résultat deux fois, c'est-à-dire le mul- 
tiplier par 2; on a ainsi^ le troisième produit partiel 1127400, 
que l'on écrit au-dessous du second. 

Ayant obtenu les trois produits partiels, on les additionne, 
et l'on trouve ainsi le produit demandé 1454346. 

99. On obtient le premier produit partiel en multipliant le 
multiplicande par le premier chiffre 8 du multiplicateur. On 
obtiendra évidemment le second en multipliant le multiplicande 
par 5, ce qui donne 28185 et mettant un zéro à la droite; mais 
<m peut se dispenser d'écrire ce zéro, en plaçant ce nombre 
28185 de manière que son premier chiffre 5 se trouve dans la 
colonne des dizaines. On obtiendra de même le troisième pro- 
duit partiel en multipliant le multiplicande par 2, ce qui donne 
11274 et mettant deux zéros à la droite ; mais on se dispensera 
d'écrire les zéros en plaçant ce nombre 11274 de manière que 
son premier chifilre 4 soit dans la colonne des centaines. 
L'opération est disposée de la manière suivante : 

5637 

258 

45096 
28185 
1 1274 



1454346 

On opère en disant : 8 fois 7.... 56, je pose 6 (dans la colonne 
des unités) et retiens 5; 8 fois 3.. ..24 et 5....29, je pose 9 et 
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retiens 2; 8 fois 6.... 48 et 2.... 50^ je pose et retiens S; 
8 fois 5 40 et 5.... 45. 

5 fois 7....d59 je pose 5 (dans la colonne des dizaines) et 
retiens 3; 5 fois 3.... 15 et 3... 18, je pose 8 et retiens 1; 
5 fois 6.... 30 et 1.... 31, je pose 1 et retiens 3; 5 fois 5.... 25 
et 3.... 28, je pose 28. 

2 fois 7 14, je pose 4 (dans la colonne des centaines) 

et retiens 1; 2 fois 3.... 6 et 1.... 7, je pose 7; 2 fois 6.... 12, 
je pose 2 et retiens 1; 2 fois 5.... 10 et 1.... li, je pose 11. 

J'additionne : le produit demandé est 1454346. 

Nous pouvons maintenant formuler la règle générale de la 
multiplication. 

RÈGLE. Pour multiplier deux nombres quekonqueSy on écrit 
U multiplicateur sous le multiplicande; on souligne; puis on 
multiplie le multiplicande successivement par chacun des 
chiffres du multiplicateur, en ayant soin d'écrire le premier 
chiffre de chaque produit partiel sous le chiffre du multiplica^ 
leur qui Va fourni. Ensuite on additionne les produits partiels. 

9T. J'applique cette règle à Fexemple suivant : 

470946 

3050070 

3296622 
2354730 
1412838 



143641 8266220 



U n'y a pas à s'occuper des zéros qui se trouvent au multi- 
plicateur; on multipliera d'abord par 7, puis par 5 et par 3, 
en ayant soin d'écrire le premier ctiifûre de chaque produit 
partiel sous le chiffre du multiplicateur qui l'a fourni. On dira 
donc : 7 fois 6.... 42 Je pose 2 (sous le chiffre 7) et retiens 4; 
7 fois 4.... 28et4.... 32^ je pose 2 et retiens 3, etc. 

5 fois 6 30, je pose (sous le chifllre 5) et retiens 3; S fois 

4.... 20et3....23, etc. 

3 fois 6.... 18, je pose 8 (sous le chiffre 3) et retiens 1, etc. 
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Remarques. 



!t8. Remarque I. Quand on effectue un produit partiel, il 
y a avantage, comme on Ta vu, à multiplier successivement 
les différents chiffres du multiplicande en allant de droite à 
gauche; maison peut prendre les chiffres du multiplicateur 
dans un ordre quelconque. Cependant, pour plus de régula- 
rité, on s'avance aussi dans le multiplicateur de droite à 
gauche. 

SP9. Remarque II. Pour multiplier deux nombres terminés 
par des zéros, il suffit d'effectuer le produit de ces deux nombres, 
abstraction faite des zéros qui les terminent; puis d'écrire à la 
droite du produit autant de zéros qu'il y en a dans le multipli- 
cande et dans le multiplicateur proposés. 

Soit à multiplier 246000 par 54. 11 s'agit de répéter 54 fois le 
nombre 246 mille. 54 fois 257 unités font 13284 unités; donc 
54 fois 246 mille font 13284 mille ou 13284000. 

Soit à multiplier 246000 par 5400. Le multiplicateur est égal 
à 54 fois cent; on répétera donc le multiplicande 5400 fois en 
le répétant d'abord 100 fois, ce qui donne 24600000, puis répé- 
tant le résultat 54 fois, ce qui donne 1328400000. On voit par 
là que pour multiplier 246000 par 5400, il suffit de multiplier 
246 par 54, et d'ajouter cinq zéros au résultat. 

30. Remarque III. Quand on augmente le multiplicande ouïe 
multiplicateur, le produit augmente. Quand on diminue le mul- 
tiplicande ou le multiplicateur, le produit diminue. 

Ceci résulte de la définition même de la multiplication. Car, 
si on augmente le multiplicande sans changer le multiplica- 
teur, on répète le même nombre de fois un nombre plus 
grand, ce qui donne évidemment un produit plus grand. De 
même, si Ton augmente le multiplicateur sans changer le mul- 
tiplicande, on répète le même nombre un nombre de fois 
plus grand, ce qui donne aussi un produit plus grand. A plus 
forte raison, si on augmente à la fois le multiplicande et le 
multiplicateur, le produit sera-t-il plus grand. 
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On démontre par un raisonnement semblable que, si Ton 
diminue le multiplicande ou le multiplicateur, le produit 
diminue. 

SI. Remarque IV. Si Ton rend le multiplicande ou le mul» 
tiplicateur un certain nombre de fois plus grand ou plus petit, 
le produit devient le mime nombre de fois plus grand ou plus 
petit. 

D^abord, si, le multiplicateur restant le même, on rend le 

multiplicande deux, trois, fois plus grand, comme onrépète 

le même nombre de fois un nombre deux, trois, fois plus 

grand, il est clair que Ton obtient un produitdeux, trois.... fois 
plus grand. 

Je suppose maintenant que, le multiplicande restant le 
même, on rende le multiplicateur, deux, trois, ... . fois plus 
grand ; on répète le même nombre un nombre de fois deux, 
trois,.... fois plus grand; le produit devient donc deux, trois, 
fois plus grand. 

Ainsi; 21 étant trois fois plus grand que 7, le produit de 21 
par 4 est trois fois plus grand que le produit de 7 par 4. De 
même^ 12 étant trois fois plus grand que 4, le produit de 7 par 
12 est trois fois plus grand que le produit de 7 par 4. 

32. Remarque V. Le produit renferme autant de chiffres 
quily en a au multiplicande et au multiplicateur, ou autant 
moins un. 

Ainsi on peut dire d*aYance que le produit de 5637 par 258 
aura ou 7 ou 6 chifiTres. En effet, puisque le multiplicande est 
plus grand que 1000, que le multiplicateur est plus grand que 
100, le produit cherché sera plus grand que le produit de 1000 
par 100 ou que 100000; ce produit donc aura au moins 
6 chiffres. D'autre part, puisque le multiplicande est plus petit 
que 10000, que le multiplicateur est plus petit que 1000, le 
produit cherché sera plus petit que le produit, de 10000 par 1000 
ou que 10000000; il aura donc au plus 7 chiffres. Ainsi^le pro- 
duit renferme 6 ou 7 chifiEres. Dans Texemple précédent le 
produit a 7 chiffres; mais le produit de 3547 par 275 n'a que 
6 chiffres. 
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SS. Rbmarqitb VI. Le produit de deux nofnbree ne change 
pas, quel que sait celui des deux que fon prenne pour mtiltf- 
plicande ou pour multiplicateur. 

Ck)nsidéroDs le produit des deux nombres 5 et 3. Pour flgu- 
rer ce produit^ écrivons 5 unités sur une même ligne horizon* 
taie et répétons trois fois cette ligne. 

1 1 i 1 1 

1 1 1 i 1 

1114 1 
Puisque chaque ligne horizontale contient 5 unités^ et qu'il y a 
3 lignes semblables^ le nombre total des unités contenues dans 
le tableau égale 3 fois 5 unités. D'autre part^ on peut compter 
par colonnes verticales; chacune d'elles contient 3 unités; il y 
a 5 colonnes semblables; donc le nombre total des unités con- 
tenues dans le tableau égale 5 fois 3 unités. Ainsi^ le même 
tableau^ évalué d'une façon ou de l'autre^ donne 3 fois 5 ou 5 
fois 3; donc ces deux produits sont égaux entre eux. 

Preuve de la multiplication. 

94. Pour vérifier si une multiplication a été bien faite^ on 
fera une seconde multiplication^ en prenant pour multiplicande 
le multiplicateur de larpremière, et pour multiplicateur le mul- 
tiplicande de la première; on doit retrouver le même produit. 

Exercices. 

10 Combien coûtent 6 mètres de drap à 25 francs le mètre f 

11 faut répéter six fois le prix du mètre; c'est une multipli-- 
cation dans laquelle 25 est le multiplicande^ 6 le multiplicateur. 

Réponse : 150 francs. 

2o Un employé reçoit 247 francs par mois. Quel est son trai- 
tement annuel? 

Le traitement de Vannée est égal à .12 fois le traitement d'un 
mois; il faut donc multiplier 247 par 12. 

Réponse : 2964 francs. 

3o Une locomotive parcourt 13 lieues par heure. Quelle dis: 
tance parcourra- t-elle en 7 heures ? 
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/{ est clair qu'elle parcourt en 7 heures une distance 7 fois 
plus grande que celle qu'elle parcourt en une heure; il faut 
multiplier 13 par 7. 

Réponse : 91 lieues. 

4« On sait que le son parcourt 340 mètres par seconde. Le 
bruit du tonnerre a été entendu 17 secondes après Tapparition 
de réclair. On demande à quelle distance est situé le nuage 
orageux? 

On néglige le temps qu'emploie la lumière produite par 
Ticlair pour venir du nuage jusqu'à Vml de Vobservateurf 
temps qui est extrêmement petit. La distance cherchée est le 
chemin que parcourt le son en il secondes; il faut multiplier 
3Mpar 17. 

Réponse : S780 mètres. 

5o On sait qu'il y a 24 heures dans un jour^ 60 minutes 
dans une heure^ 60 secondes dans une minute. On demande 
combien il y a de minutes et de secondes dans un jour? 

Réponse : 1440 minutes ou 86400 secondes. 

&> Combien y a-t-il de secondes dans 8 heures 42 minutes 
56 secondes ? 

On réduira d'abord les heures en minutes ; 8 heures valent 
8 fois 60 minutes ou 480 minutes ; ajoutant les 42 minutes, on 
a 522 minutes. On réduira ensuite ces minutes en secondes de 
la même manière, et on ajoutera les 56 secondes, ce qui donne 
SiSlQ secondes. 

7o Une roue d'une usine fait 4 tours par seconde. On demande 
combien de tours elle fait en 8 heures 42 minutes 56 Se- 
condes? 

£n réduisant le temps en secondes j comme on Ta dit, on 
trouve 3i^16 secondes ; il faut ensuite multiplier 4 tours par 
31376 ; mais ici il est plus simple démultiplier 31376 par 4. 

Réponse : 125504. 

8» Une fontaine donne 15 litres d'eau par minute. Combien 
en donne-t-elle par jour? 

Réponse : 21600 litres. 

9"* La circonférence a été partagée en 360 degrés^ le degré en 
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60 minutes^ la minute en 60 secondes. Combien la circonfé- 
rence contient-elle de minutes et de secondes ? 

Réponse : 21600 minutes ou 1296000 secondes. 

lO*" La circonférence de la terre contient 360 degrés; chaque 
degré vaut 25 lieues communes ou 20 lieues marines. On de- 
mande combien il y a de lieues de Fune et Tautre espèce dans 
le tour de la terre? 

j^ponse: 9000 lieues communes ou 7200 lieues marines. 

11^ Le soleil est 1384500 fois plus gros que la terre^ tandis 
que la lune est 80 fois plus petite que la terre. Combien de fois 
le soleil est-il plus gros que la lune? 

Réponse : 110760000 fois. 

12o Le rayon du globe terrestre est de 1432 lieues de 25 au 
degré; la distance du soleil à la terre est de 24000 rayons ter- 
restres. Quelle est la distance de la terre au soleil? 

Réponse : 34000000 lieues enyiron. 

13o La lumière parcourt 70000 lieues par seconde. A quelle 
distance de la terre serait situé un astre dont la lumière met- 
trait un jour pour venir jusqu'à nous? 

Réponse : 6048000000 lieues. 



CHAPITRE V. 

BIVISIOM. 



DéfinitioD. 

3ft. La division a pour but de chercher combien de fois un 
nombre nommé diviseur est contenu dans un autre nombre 
nommé dividende. Le résultat s'appelle quotient. 

Ainsi^ diviser 28 par 7, c'est chercher combien de fois 7 est 
contenu dans 28. Il est clair que la division revient à une 
série de soustractions successives ; car, si du dividende on re- 
tranche le diviseur autant de fois qu'il est possible, on trouvera 
le quotient. Du dividende 28 je retranche le diviseur 7 une 
première fois, il reste 21; je le retranche une seconde fois, 
il reste i4; une troisième fois, il reste 7; enfin une quatrième 
fois, il ne reste plus rien. Ainsi le diviseur 7 est contenu 
4 fois exactement dans le dividende 28; le quotient cherché 
est 4. 

28 
7 • 



21 




14 











Mais le diviseur n'est pas toujours contenu exactement dans 

le dividende ; dans ce cas, le dividende contient le diviseur 

un certain nombre de fois, plus un reste plus petit que le 

diviseur. Soit à diviser 31 par 7; dç 31 je retranche 7 une 

3 
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première fois, il restée*; une seconde fois, il reste 47; une 
troisième fois, il reste iO; une quatrième fois, il reste 3. Ainsi 
le diviseur est contenu 4 fois dans le dividende, et il y a un 
reste 3, 

31 
7_ 

7 



17 

7 

10 

7 



Nous avons effectué la division par âe$ soustractions suc- 
cessives; mais si le diviseur était contenu dans le dividende 
un grand nçmbra de fois, ce moyen deviendrait extrêmement 
long; il importo donc de chercher un procédé plus rapide : 
je vais ipdiquer ce procédé en commençant par les cas les plus 
simples, 

Cas où le diviseur D*a qu'un chiffre» le dividende étant moindre que dii 
fois le diviseur. 

se Ce cas n'oSIre aucune difficulté; sachant par cœur la 
table de multiplication, on verra de suite combien de fois le 
diviseur est contenu dans le dividende. 

Soit à diviser 28 par 7. On sait que 4 fois 7 font 28; donc 
28 contient 7 quatre fois; le quotient est 4. 

Diviser 31 par 7. On sait que 4 fois 7 font 28, et que 5 fois 7 
font 35. Donc le dividende 31 contient 7 quatre fois, et il y a 
un reste 3. 

Et même, on dira immédiatement : 

20 contient 5 4 fois. 

63 contient 7. ..... 9 fois. 

32 contient 6 8 fois, plus un reste 2. 

77 contient 8 9 fois, plus un reste 5. 
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Cas où le diviseur a plusîeori chiffres, le dividende étant aaoindre que 
dix fois le diviseur. 

37* J'examine d'abord à qael caractère on peut reconnaître 
que le dividende contient le diviseur et ne le contient pa» dix 
fi>ls; et afin de fixer les idées, je suppose que le diviseur soit 
un nombre de trois chiffes, par exemple 465. Le dividende 
doit être au moins égal à 485, et plus petit que 4f850; ce sera 
{MF conséquent, ou un nombre de trois cbiffires au moins égal 
au diviseur, ou un nombre de quatre chifbres ne renfermant 
pas 485 diiaines, c'est*à-dire un nombre de dizaines égal au 
diviseur. Ainsi le dividende a autant de chi£b*es que le diviseur, 
ouâutentplusun. 

Soit à diviser 3963 par 485 : 

2963 I 488 
53 I 6 

Puisque le dividende contient le diviseur et ne le contient 
pas dix fois, le quotient est Tun des neuf premiers nombres. 
Pour déterminer lequel, il faut faire des essais; or on peut 
effectuer les essais de deux manières, soit en commençant par 9 
et descendant progressivement jusqu'à ce qu'on obtienne un 
produit contenu dans h dividende, soit en commençant par 1 
et montant jusqu'à ce qu'on arrive à un reste moindre que le 
diviseur. 

On diminue le nombre des essais, et par conséquent on 
abrège l'opération, eh remarquant que le diviseur 485 est plus 
grand que 400 et plus petit que 500, et en cherchant combien 
de fois chacun de ces nombres est contenu dans le dividende. 
Pour déterminer combien de fois le nombre 400 est contenu 
dans le dividende, il suffit de voir combien de fois 4 centaines 
sont contenues dans les 29 centaines du dividende, c'est-à-dire 
combien de fois 4 est contenu dans 29. Or 29 contient 4 sept 
fois; le dividende contient donc 7 fois le nombre 400; il con- 
tiendra au plus 7 fois le diviseur proposé 485, qui est plus 
grand que 400; mais il est possible qu'il ne le contienne pas ce 
nombre de fbis. Ainsi le quotient cherché est ou 7 ou l'un des 
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nombres inférieurs; il suffit dès lors de commencer les essais 
à 7, en descendant jusqu'à ce qu'on obtienne un produit con- 
tenu dans le dividende. J'essaye 7 : sept fois le diviseur donne 
un produit 3395 plus grand que le dividende ; le chiffre 7 est 
trop fort. J'essaye 6 : six fois le diviseur donne un produit 2910 
contenu dans le dividende; le quotient cherché est 6. Si du 
dividende on retranche le produit 2910^ on trouve un reste 53. 
De ce que nous venons de dire^ on conclut la règle suivante: 

Règle I. — Pour faire la divisioriy lorsque le dividende est 
plus petit que dix fois le diviseur, on cherche combien de fois le 
chiffre des plus hautes unités du diviseur est contenu dans la 
partie de même ordre du dividende, et Von essaye le chiffre 
ainsi obtenu; si le produit du diviseur par ce chiffre est contenu 
dans le dividende, ce chiffre est bon; sinon on essaye le chiffré 
inférieur d'une unité, et on continue les essais jusqu'à ce qu'on 
trouve un produit contenu dans le dividende. 

38. Mais on peut procéder d'une autre manière : je cherche 
combien de fois le nombre 500 est contenu dans le dividende; 
pour cela je cherche combien de fois 5 centaines sont con- 
tenues dans les 29 centaines du dividende^ c'est-à-dire com- 
bien de fois 5 est contenu dans 29; or 29 contient 5 cmq fois ; 
le dividende contient donc 5 fois le nombre 500; il contiendra 
donc au moins 5 fois le diviseur proposé 485^ qui est plus petit 
que 500; mais il est possible qu'il le contienne un plus grand 
nombre de fois. Ainsi le quotient cherché est ou 5 ou un 
chiffre plus grand. J'essaye 5 : si le reste obtenu est plus petit 
que le diviseur, le dividende ne contient que 5 fois le diviseur, 
et le quotient est 5 ; si le reste est plus grand que le diviseur, 
on en conclut que le chiffre 5 est trop faible. Mais on n'es- 
sayera pas 6, en faisant une nouvelle multiplication; on cher- 
chera simplement combien de fois ce reste contient encore le 
diviseur, et en ajoutant à 5 ce second quotient on obtiendra 
le quotient cherché. Dans l'exemple actuel, le chiffre 5 donne 
un reste 538 fois plus grand que le diviseur ; or ce reste con- 
tient encore une fois le diviseur, plus un reste 53 plus petit 
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que le diviseur; donc le dividende contient 6 fois le diviseur; 
le quotient cherché est 6. On déduit de là un second procédé 
pour effectuer la division, et ce procédé est plus simple que le 
premier. 

Règle II. Pour faire la division, lonque le dividende est 
pltAS petit que dix fois le diviseur, on augmente d'une unité le 
chiffre des plus hautes unités du diviseur et on cherche combien 
de fois ce chiffre ainsi augmenté est contenu dans la partie de 
même ordre du dividende. On multiplie le diviseur par le chiffre 
ainsi obtenu, et on retranche le produit du dividende : si le 
reste est plus petit que le diviseur, le chiffre que ton essaye est 
ban; si le reste est plus grand que le diviseur, on divise ce reste 
par le diviseur et on ajoute au chiffre essayé ce nouveau 
quotient, 

39. Quel que soit d'ailleurs le procédé que l'on emploie, il 
est impossible, en général, de déterminer immédiatement le 
quotient; mais si Ton combine les deux procédés, on restreint 
beaucoup Tincertitude. Si Ton divise en effet la partie séparée sur 
la gauche du dividende, alternativement parle premier chiffre 
du diviseur et par ce premier chiffre augmenté d'une unité, on 
trouve deux nombres qui comprennent le quotient cherché. 
Ainsi, dans l'exemple précédent, le quotient ne peut être ni 
plus grand que 7 ni plus petit que 5; c'est donc l'un des trois 
nombres 5, 6, 7. 11 y a incertitude entre ces trois nombres; 
deux essais au plus décideront. J'applique encore à quelques 
exemples : 

Diviser 3280 par 687. La division de 32 par 6 et par 7 donne 5 
et 4; le quotient est l'un des deux nombres 4 et 5. Un essai 
décidera. 

Diviser 55845 par 8937. La division de 55 par 8 et par 9 donne 
le même nombre 6 ; il n'y a pas d'incertitude, le quotient 
este. 

Diviser 17325 par 1936. La division de 17 pari donne 17; 
mais, puisque le dividende ne contient pas dix fois le diviseur, 
on sait déjà que le quotient ne peut surpasser 0; cette pre- 
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mière division n'apprend donc rien. D'autre part, H divisé 
par 2 donne 8; ainsi le quotient est 8 ou 9. 

Diviser 1815 par 197. La division de 18 par 2 donne 9; le 
quotient est 9. 



Division de étnt nombres quelconques. 

411. Soit à diviser 1739845 par 738. 

Poor faciliter le raisonnement^ je forme d^abord un tableau 
renfermant les produits du diviseur par les neuf premiers 
nombres^ et j'observe que ce tableau peut être calculé par 
additions successives comme la table de multiplication; en 
ajoutant 738 à 738, on a deux fois le diviseur, soit 1476 ; en 
«joutant 738 è ce nombre, on a trois fois le diviseur, soit 
2!214; en ajoutant 738 à ce dernier nombre, on a 4 fMs te 
diviseur, etc. 

Ce tableau étant formé, je sépare sur la gauche du divi- 
dende autant de chiffres qu*il en faut pour avoir un nombre 
contenant le diviseur au moins une fois, mais ne le contenant 
pas dix fois. Comme les trois premiers chiffres donnent ici un 
nombre 173 fois plus petit que le diviseur, je prends un chiffre 
de plus, ce qui fait 1739. 



1 739845 
1 476 



263845 

2214 

42445 

3690 

5 3 45 

5166 

379 



738 



2357 



1 738 

2 14 76 

3 221 4 

4 2952 

5 3690 

6 4 4 2 8 

7 5166 

8 59 04 

9 6642 



Ce nombre 1739, séparé sur la gauche du dividende^ exprime 
des mille. Je cherche combien de fois ce nombre i 739 contient 
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le diviseur; à FiDspectioa du petit tableau dont nous ayons 
parléj on Yoit de suite qu'il le contient 3 fois. Puisque le diyi^- 
fieur est contenu deux fois dans le nombre 1739^ il est contenu 
â mille fois dans le nombre 1739 mille qui est mille fois plus 
grande et par conséquent dans le diyideBde proposée 

On peut s'assurer d'ailleurs que le diviseur n'est pas contenu 
3 mille fois dans le dividende. En efTet^ puisque 3 fois le divi- 
seur donnent un produit plus grand que 1739, 3 mille fois le 
diviseur donnent un nombre de mille plus grand que 1739 mille> 
et par conséquent ce nombre de mille n'est pas contenu dans 
le dividende proposé. 

Ainsi le dividende contient 2 mille fois le diviseur et ne le 
contient pas 3 mille fois; j'écris donc 2 mille au quotient. 

Je retranche du dividende 2 miUe fois le diviseuri Deux 
fois le diviseur font 1476; deux mille fois le diviseur fodt 
1476 mille; si l'on retranche ces 1476 mille des 1739 mille 
du dividende, il reste 263 mille, et si l'on retranche du divi<^ 
dende lui-même^ il reste 263845. 

Je cherche maintenant combien de fois ce reste 263845 eon« 
tient encore le diviseur. Pour cela je considère le nombre 
963945 comme un second dividende , sur lequel je raisonne 
conune sur le dividende proposé. Je sépare Sûr la gauche da 
ce nombre les 2638 centaines^ et je cherche combien de fois 
le diviseur est contenu dans le nombre séparé 2638; à l'ins^c- 
tion du tableau^ on Toit qu'il y est contenu 3 fois. Puisque le 
diviseur est contenu 3 fois dans le nombre 2638^ il est contenu 
3 cetits foiil dans le nombre 2638 centaines, qui est cent fois 
{dus grande et par conséquent dans le second dividende. On 
verrait d'ailleurs^ comme précédemment, qu'il n'est pas cou* 
tenu 4 cents fois. J'écris donc 3 centaines au quotient. 

Je retranche du second dividende 3 cents fois le diviseur; 
trois fois le diviseur font 2214; trois cents fois le diviseur font 
2214 centaines^ que je retranche des 2638 centaines du second 
dividende, il reste 424 centaines. Si l'on retranche du second 
dividende lui-même, il reste 42445. 

Je cherche combien de fois ce nouveau reste 42445 contient 
encore le diviseur. Pour cela, je considère le nombre 42445 
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comme un troisième dividende , sur lequel je raisonne comme 
sur les précédents. Je sépare sur la gaucbe de ce nombre les 
4244 dizaines^ et je cherche combien de fois le diviseur est 
contenu dans le nombre séparé 4244; il y est contenu 5 fois. 
Puisque le diviseur est contenu 5 fois dans le nombre 4244, 
il est contenu 50 fois dans le nombre 4244 dizaines^ qui est dix 
fois plus grand, et par conséquent dans le troisième dividende; 
j'écris donc 5 dizaines au quotient. 

Je retranche du troisième dividende cinquante fois le divi- 
seur. Cinq fois le diviseur font 3690; cinquante fois font 3690 
dizaines, que je retranche des 4244 dizaines du troisième di- 
vidende, il reste 554 dizaines. Si l'on retranche du troisième 
dividende lui-même, il reste 5545. 

Je cherche enfin combien de fois le diviseur est contenu 
dans ce reste 5545, que Ton considère comme un quatrième 
dividende. H y est contenu 7 fois; j'écris donc 7 unités au 
quotient. 

Nous voici arrivés à un reste 379, plus petit que le divi- 
seur. La division est terminée. Ainsi le diviseur est contenu 
dans le dividende proposé 2000 fois, plus 300 fois, plus 50 fois, 
plus 7 fois; il est donc contenu en tout 2357 fois; le quotient 
cherché est 2357. 

4ft. On voit que la méthode consiste à chercher combien 
de mille fois le diviseur est contenu dans les 1 739 mille du 
dividende; combien de centaine de fois dans les 2638 cen- 
taines du reste; combien de dizaines de fois dans les 4244 di- 
zaines du second reste, et enûn combien de fois dans le troi- 
sième reste 5545. On obtient ainsi successivement le chiffire 
des mille du quotient, celui des centaines, des dizaines et des 
unités. 

Les nombres 4739, 2638, 4244, 5545, qui, divisés par le di- 
viseur, donnent des chiffres successifs du quotient, s'appellent 
dividendes partiels. Comme il est inutile, dans l'opération, de 
considérer les dividendes complets, on n'écrira que les divi- 
dendes partiels. 
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1 739845 
1476 



738 



2357 



2638 
2214 



4244 
3690 
5545 
5166 



379 

413. Dans la pratique, on se dispense ordinairement de for- 
mer d'avance le tableau des produits du diviseur par les neuf 
premiers nombres, et Ton effectue les divisions partielles par 
Fun des procédés que nous avons indiqués précédemment 
(no» 37 et 38). Après avoir séparé sur la gauche du dividende 
quatre chiffres pour former le premier dividende partiel 1739, 
je cherche combien de fois ce premier dividende partiel con- 
tient le diviseur; il le contient 2 fois et il y a un reste 263. J'é- 
cris 2 au quotient. 

On remarque que si, à la droite du reste 263, on abaisse le 
chiffre suivant 8 du dividende proposé, on forme le second 
dividende partiel 2638. Je cherche combien de fois ce second 
dividende partiel contient le diviseur; il le contient 3 fois, et il 
y a un reste 424. J'écris 3 au quotient. 

Si, à la droite du reste 424, on abaisse le chiffre suivant 4 du 
dividende proposé, on forme le troisième dividende partiel 
4244. Je cherche combien de fois ce troisième dividende par- 
tiel contient le diviseur; il le contient 5 fois, et il y a un reste 
554. J'écris 5 au quotient. 

Si, à la droite du reste 554, on abaisse le dernier chiffre 5 du 
dividende proposé, on forme le dernier dividende partiel 5545. 
Je cherche combien de fois ce dernier dividende partiel con- 
tient le diviseur ; il le contient 7 fois, et il y a un reste 379. J'écris 
7 auquotient. L'opération est terminée; le quotient est 2357, et 
il reste 379. 

Nous pouvons maintenant énoncer la règle générale de la 
division : 
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Règle. — Pour diviser un nombre par un autre, on sépare 
sur la gauche du dividende autant de chiffres qu'il en faut pour 
former un nombre au moins égal au diviseur. Cette partie se- 
parée, ou premier dividende partiel, divisée par le diviseur, 
donne le premier chiffre du quotient à partir de la gauche. A la 
droite du reste de cette première division on abaisse le chiffre 
suivant du dividende, ce qui donne le second dividende partiel ; 
en le divisant par le diviseur, on obtient le second chiffre du 
quotient. A la droite du second reste, on abaisse le chiffre sui- 
vant du dividende proposé, ce qui donne le troisième dividende 
partiel. On continue de cette manière jusqu'à ce quon ait abaissé 
tous les chiffres du dividende. 

Remarques. 

43. Remarque!. —Les dividendes partiels sont tous plus 
petits que dix fois le diviseur; mais il peut arriver qu'un di- 
vidende partiel, autre que le premier, soit plus petit que le di- 
viseur; dans ce cas, le chiffre correspondant du quotient est 0, 
et pour avoir le dividende partiel suivant, il suffit d'abaisser 
encore un chiffre. 

Soit, par exemple, à diviser 296212 par 486. 



296312 
2916 



486 



609 



4612 
4^74 



238 

Je sépare quatre cbtfhres sur la gauche du dividenâe pour for- 
mer le premier dividende partiel 2962; le diviseur étant con- 
tenu 6 fois dans ce premier dividende partiel, j'écris 6 cen- 
taines au quotient, et à la droite du reste 46 j''afaais6e le chiffre 
suivant 1 du dividende proposé; le tecond dividende partiel 
46i étant plus petit que le diviseur 486, je mets au qucftient^ 
et j^abaisse le chiffre suivant 2 pour former le troisième divi- 
dende partiel 4612. 

44. Remarque IL— Lorsque le quotient renferme un grand 
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nombre de chiffres , il est avantageux de former les produits 
du diviseur par les neuf premiers nombres, comme nous 
avons fait d'abord : l'opération marche beaucoup plus rapide- 
ment. 

Exemple. 

37 7 5360366^085880 286 
986 



915 
858 



57 
57 



1603 
1430 



1736 
1716 



2062 
2002 
600 
572 



1320056072 10090 



1 286 

2 5 7 2 

3 858 

4 114 4 

5 1 430 

6 1716 

7 2002 

8 2288 

9 2 5 7 4 



288 
286 



2588 
25 7 4 
1 40 



4$. Rbmarque IIL Lorsque le dividende et le diviseur sont 
terminés par des zéros, on peut supprimer de part et d'autre 
un mêflie nombre de zéros, le quotient ne change pas. Soit» 
par exemple, à diviser 377000 par 38600; la question revient à 
chercher combien de fois 286 centaines sont contenues dans 
3770 centaines; il faudra donc diviser 3770 par 286; le quo- 
tient est 13, et il reste 52 centaines. Ainsi le quotient ne change 
pas, mais il faut ajouter à la droite du reste les deux zéros sup^ 
primés. 



u 
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3 7 70 


286 


286 


13 


910 

858 





5200 



46. Remarque IV. Quand on a trouvé un cbiffre du quo- 
tient, il faut multiplier le diviseur par ce chiffre et retrancher 
le produit du dividende partiel. Pour abréger un peu Topé- 
ration, on a coutume d'effectuer la soustraction en même temps 
que la multiplication. Soit à diviser 325826421 par 4738. Je 
mets en regard les deux manières de procéder. 

32 5826421 



28428 



4738 



68768 



325826421 
41546 
36424 
32582 
41541 
3637 



4738 



68768 



41 546 
37904 
36424 
331 66 
32582 
28428 
41 541 
37904 
3637 

Quand on a trouvé le premier chiffre 6 du quotient, au lieu 
de multiplier le diviseur par 6, pour retrancher ensuite le 
produit du premier dividende partiel, on dit: 6 fois 8 font 
48 unités, je ne peux les retrancher de 2 unités : j'ajoute au 
dividende 5 dizaines ou 50 unités, qui , avec les 2 unités, font 
52 unités; de 52 je retranche 48 , il reste 4. Six fois 3 dizaines 
font 18 dizaines; j'ai ajouté au nombre supérieur 5 dizaines; 
pour que la différence ne change pas, j'ajoute aussi 5 dizaines 
au nombre inférieur; j'ai donc à retrancher 18 plus 5 ou 
23 dizaines. J'ajoute 2 centaines ou 20 dizaines au nombre su- 
périeur, qui, avec les 8 dizaines, font 28 dizaines ; de 28 dizaines 
je retranche 23 dizaines, il reste 5 dizaines, etc. 

On opère en disant : 6 fois 8.... 48, de 52 il reste 4 et retiens 
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5; 6 fois 3.... 18 et 5.... ^3, de 28 il reste 5 et retiens 2; 6 fois 
7.... 4â et 2.... 44, de 45 il reste 1 et retiens 4; 6 fois 4.... 24 et 
4.... 28, de 32 il reste 4, etc. 

Mais cette manière de procéder n'offre pas un bien grand 
avantage; elle dispense, il est vrai, d'écrire les produits, ce 
qui abrège un peu l'opération; mais elle présente cet inconvé- 
nient, que lorsqu'on retrouve au quotient un chiffre déjà ob- 
tenu, il faut recommencer une multiplication déjà faite. C'est 
ce qui a lieu dans l'exemple actuel; on retrouve à la fin les 
deux premiers chiffres 6 et 8; par le procédé ordinaire, il suffit 
d'écrire de nouveau les produits 28428 et 37904, déjà calculés, 
tandis que par l'autre procédé il faut les calculer une seconde 
fois. Les élèves pourront donc s'en tenir à la première mé- 
thode. 

4 J' . Remarque V. J'ai dit que, pour former le premier divi- 
dende partiel, on prend sur la gauche du dividende proposé 
autant de chiffres qu'il y en a au diviseur, ou autant plus un. 
Dans ce second cas, le nombre des dividendes partiels, et par 
conséquent le nombre des chiffres du quotient, est égal à l'ex- 
cès du nombre des chiffres du dividende sur le nombre des 
chiffres du diviseur. Dans le premier cas, le nombre des chiffres 
du quotient est égal à cet excès plus un. 

4S. Remarque YI. Nous allons donner quelques exemples 
des différentes sortes de questions que l'on peut résoudre par la 
division. 

io On achète pour 35 francs de drap, à 7 francs le mètre. 
Combien de mètres a-t-on achetés? Il est clair que, autant de 
fois 7 francs sont contenus dans 35 francs, autant de mètres on 
a achetés. Or 7 est contenu 5 fois dans 35 ; donc on a acheté 
5 mètres de drap. 

2' On a acheté 7 mètres de drap pour 35 francs. Quel est le 
prix du mètre? Si le mètre coûtait 1 franc, les 7 mètres coûte- 
raient 7 francs; si le mètre coûtait 2 francs, les 7 mètres coû- 
teraient deux fois plus, c'est-à-dire deux fois 7 francs; si le 
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mètre coûtait 3 francs, les 7 mètres coûteraient 3 fois plus, 
c'est-à-dire 3 fois 7 francs, etc. Ainsi , autant de fois 7 francs 
seront contenus dans 35 francs, autant de francs coûtera le 
mètre. Puisque 7 est contenu 5 fois dans 35, le mètre de drap 
coûte 5 francs. 

3° Partageras pommes entre 4 enfants, je prends i pommes 
et j'en donne une à chaque enfant; j'en prends 4 autres, et 
j'en donne une à chaque enfant, etc. Autant de fols 4 pommes 
seront contenues dans 28 pommes, autant de pommes recevra 
chaque enfant. Puisque 4 est contenu 7 fois dans 28, chaque 
enfant aura 7 pommes pour sa part. 

49. En général , le partage d'un nombre en plusieurs par- 
ties égales revient à une division. Comme nous l'avons expli- 
qué tout à l'heure, le partage de 28 en 4 parties égales revient 
à chercher combien de fois 4 est contenu en 28; car si l'on 
prend 4 unités dans le dividende et qu'on les distribue entre 
4 personnes, chacune en aura une; ainsi, autant de fois le 
nombre à partager contiendra 4 unités, autant d'unités con- 
tiendra chaque part. 

Il en résulte un moyen très-rapide d'effectuer la division par 
l'un des neuf premiers nombres. Diviser un nombre par 2 re- 
vient, comme nous l'avons dit, à le partager en deux parties 
égales, ou à en prendre la moitié. De même, diviser un nom- 
bre par 3, par 4, par 5 et par 6 , etc., revient à en prendre le 
tiers, le quart, le cinquième, le sixième y etc. Soit à diviser 6956 
par 2, 

6956 

3478 

On dira : la moitié de 6 mille est 3 mille , que l'on écrit au- 
dessous de 6; la moitié de 9 centaines est 4 centaines pour 8, 
et il reste une centaine, qui, ajoutée aux 5 dizaines du nombre 
proposé, fait 15 dizaines; la moitié de 15 dizaines est 7 dizaines 
pour 14, et il reste une dizaine, qui , avec les 6 unités, fait 16 
unités; la moitié de 16 unités est 8 unités. Ainsi la moitié du 
nombre proposé, ou le quotient cherché, est 3478. 
Je divise de la même manière 395472 par 7. 



DIVISION. 47 

395472 
56496 
Je dirai en abrégeant : le septième de 39 est 5 pour 35, et il 
reste 4; le septième de 45 est 6 pour 42, et il reste 3; le sep- 
tième de 34 est 4 pour 28, et il reste 6; le septième de 67 est 
9 pour 63, et il re3te 4; le septième de 42 est 6. Le quotient de- 
mandé est 56496. 

Preuve. 

ftO. Nous ayons défini la division une opération qui a pour 
but de chercher combien de fois le diviseur est contenu dans 
le dividende. Supposons que le diviseur soit contenu exacte- 
ment dans le dividende; dans ce cas, le dividende est égal au 
diviseur répété autant de fois qu'il y a d'unités au quotient, 
c'est-à-dire au produit du diviseur par le quotient , et Ton voit 
que la division peut être définie ainsi : étant donnés deuœ nom- 
bres^ appelés tun dividende et Vautre diviseur, trouver un tiom- 
bre qui , multipliant le diviseur, ou qui, multiplié par le divi- 
seur (ce qui est la même chose) reproduise le dividende. 

Il en résulte une manière très-simple de vérifier la division. 
En multipliant le diviseur par le quotient, on devra repro- 
duire le dividende. 

Si le diviseur n'est pas contenu exactement dans le divi- 
dende, le dividende contient le diviseur un certain nombre 
de fois , plus un reste moindre que le diviseur; il est clair, 
dans ce cas, qu'en multipliant le diviseur par le quotient, et 
ajoutant le reste au produit , on devra encore reproduire le 
dividende. Je vérifie de cette manière le dernier exemple de 
division : 

4738 
68768 
37904 
284918 
331 66 
37904 
2 8428 

363 7 



32 5 826421 
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On retrouYe le dividende; il est très-probable que Topération 
est exacte. 

Exercices. 

10 Un père laisse en mourant une fortune de 74640 francs à 
partager entre 8 enfants. Quelle est la part de chacun? 

On prendra le huitième de la fortune totale. 
Réponse : 9330 francs. 

^o On a acheté pour 585 francs de draps à raison de 13 francs 
le mètre. Combien de mètres a-t-on achetés? 

Autant de fois 13 francs sont contenus dans 585 francs, au- 
tant de mètres on a achetés. On divisera donc 585 par 13. 

Réponse : 45 mètres. 

30 On a acheté 320 mètres d'étoflfe pour 5760 francs. A com- 
bien revient le mètre? 

Si le prix du mètre était de 1 franc, 320 mitres coûteraient 
320 francs. S'il était de 2 francs, 320 mètres coiiteraient deux 
fois plus, etc.; autant de fois 320 francs seront contenus dans 
5760 francs, autant de francs coûtera le mètre. Il faut donc dt- 
«tscr 5760 par 320. 

Réponse : 18 francs. 

40 On a payé 60172 francs un convoi de marchandises pesant 
brut 1535 kilogrammes. On sait que remballage est la cin- 
quième partie du poids total. A combien revient le kilo- 
gramme de marchandises? 

11 faut d^abord calculer le poids de Vemballage en prenant U 
cinquième de 1535 kilogrammes; on trouve ainsi que rembal- 
lage pèse 307 kilogrammes. En retranchant ce poids du poids 
total j on aura le poids 1228 kilogrammes de la marchandise 
elle-même. En divisant 60172 par 1228, on aura enfin le prix 
du kilogramme. 

Réponse : 49 francs. 

5^ Combien y a-t-il de minutes et d'heures dans 24056 se- 
condes? 
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Puisqm 60 secondes forment une minute, autant de fois 60 
secondes seront contenues dans 24056 secondes, autant de mi- 
nutes nous aurons; en divisant ^W^6 par 60, nous trouvons 
ainsi 400 minutes, et il reste 56 secondes. De même, puisque 
60 minutes forment une heure, autant de fois 60 minutes se- 
ront contenues dans 400 minutes, autant d'heures nous aurons; 
en divisant 400 par 60, nous trouvons 6 heures, et il reste 40 
minutes. Ainsi 24056 secondes valent 6 heures 40 minutes et 56 
secondes. 

6o Combien faudra-t-il de temps à une fontaine donnant 15 
litres d'eau par minute pour remplir un bassin d'une capacité 
de 24645 litres? 

Autant de fois 24645 litres contiennent 15 litres, autant de 
minutes il faudra à la fontaine pour remplir le bassin : nous 
trouvons 1643 minutes. En opérant comme dam le problème 
précédent, on verra que ce nombre de minutes est égal à 1 jour 
3 heures et 23 minutes. 

7» Quel temps faudrait-il pour faire le tour de la terre, si l'on 
pouvait marcher sans cesse en faisant une lieue par heure? 
Réponse : 375 jours. 

8*» Deux voyageurs vont à la rencontre Tun de l'autre; ils 
sont actuellement distants de 20704 mètres; le premier fait 
12 mètres par minute, le second en fait 20. On demande 
1® après combien de temps les deux voyageurs se rencontre- 
ront; 2o à quelle distance ils seront alors des points de départ? 

Les deux voyageurs faisant Vun 12 mètres. Vautre 20 mètres 
par minute, la distance qui les sépare diminue de 32 mètres par 
minute; autant de fois 32 mèlres sont contenus dans 20704 
mètres, autant de minutes il leur faudra pour se rencontrer; 
en divisant 20704 par 32, on trouve ainsi 647 minutes ou iO 
heures 47 minutes. Pendant ce temps le premier voyageur a 
parcouru 7764 mètres, et le second 12940. 

9* La circonférence de la terre est de 40 millions de mèlres. 
Quelle est la longueur en mètres de la lieue de 25 au degré et 
celle de la lieue marine de 20 au degré? 

i 
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Réj>on8e : La Ueue de 25 au degré vaut 4444 mètret. 
La liene marine 5556 

lO"" La distance de la lune à la terre est 60 fbls plus grande 
que le rayon du globe terrestre^ et ce rayon est de 6366500 
mètres. On demande quel temps mettrait le sôii, qui parcourt 
340 mètres par seconde, pour venir de la îune à la terre? 

On exprimera d^ abord en mètres la dislance de lu îune à la 
terre; ensuite on cherchera combien de secondes emploierait te 
son pour parcourir cette distance; enfin on calculera combien 
il y a de minutes, d'heures et de jours dans ce nombre de se- 
condes. 

Réponse : 13 jours 5 minutes. 

41<> La distance du soleil à la terre est de 34000000 lieues de 
SS aii degrés et Fon sait que la lumière met 8 minutes 13 se- 
condes pour Tenir du soleil à la terre. Combien de lieues la lu- 
mière parcourt-eDe par seconde? 

i2o L'étoile la plus rapprochée de nous est à iirie distaîice 
ÎOOOOO fois plus grande que le soleil. Combien de temtiâ em- 
ploie te lutnière pour venir de cette étoile jusqu'à nous î 

Réponse : Environ 3 ans. 
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CHAPITRE I. 

PJBODUIT DIS PliUSIEUIM FACTBUlMi. 



Signes abréviatifs. 

Sfl. On a imaginé des signes abréviatifa pour indiquer les 
quatre opérations aritlimétiques qui ont été étudiées dans le 
livre précédent. 
Le signe + signifie plus, le signe — signifie moins. Ainsi : 
5 plus 3 s'écrit 5 + 3, 
5 moins 3 s'écrit 5 — 3. 

On emploie le signe x , ou même quelquefois tin simple 
point, pour indiquer la muKiplication. Ainsi 5 x 3 ou 5.3 
sigilifle 5 fnuHipliépar 3. 

La division est indiquée par deux points ou par un trait hori- 
zontal; au-dessus de ce trait on place le dividende, au-dessous 
le diviseur. Ainsi 12 divisé pair 3 s'écrit 12 : 3 ou ^-. 

On a imaginé d'autres signes pour jndiqiier l'égalité où 
l'inégalité de deux nombres. Le signe z::^ est celui de l'égalité. 
Ainsi 8x3=15 exprime que le produit de 5 par 3 égale IS. Lé 
signe > veut dire plus grand que; le signe <pli*s petit que. 
Ainsi 7>5 exprime que 7 est |)lus grand que 5, et 5<7 que 5 
est plus petit que 7. L'ouvertute du signe est toujours tournée 
du côté du plus grand nombre. 
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L'expression 

5X4X3X7 

indique qu'il faut multiplier 5 par 4^ ce qui donne 20; qu'il 
faut multiplier ensuite 20 par 3^ ce qui donne 60; enfin qu'il 
faut multiplier 60 par 7, ce qui donne 420. L'expression pro- 
posée indique donc une série de multiplications successiyes; 
les nombres qui^ par cette suite de multiplications^ servent à 
former le produit final s'appellent facteurs du produit. 

GhaDgement de Tordre des facteurs. 

ftJS. Je vais démontrer une proposition très-importante, et 
dont on fait fréquemment usage : c'est que le produit ne change 
pas y quel que soit l'ordre dans lequel on effectue les multipli- 
cations. Je dispose^ par exemple , les facteurs précédemment 
cités dans l'ordre suivant : 

3X8x7x4; 

il faut multiplier 3 par 5, ce qui donne 15^ puis 15 par 1, ce 
qui donne 105, puis 105 par 4, ce qui donne 420; j'obtiens le 
même produit. Pour démontrer ce principe d'une manière 
générale, je considérerai successivement divers cas particu- 
liers. 

Lehme I. Le produit de deux facteurs ne change pas quand 
on intervertit Vordre des facteurs. 

Ce cas simple a été démontré dans le chapitre de la multipli- 
cation. 

Lemme II. Le produit de trois facteurs ne change pas quand 
on intervertit l'ordre des deux derniers. 

Nous voulons prouver, par exemple, que 5x4x3=5x3X4. 

Pour figurer ce produit, écrivons le nombre 5 quatre fois sur 

une même ligne horizontale, et répétons cette Ugne trois fois. 

5 5 5 5 

5 5 5 5 

5 5 5 5 
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Chaque ligne horizontale^ se composant du nombre 5 répété 
quatre fois, vaut 5x4; comme il y a trois lignes, on a en tout 
5x4x3. D'autre part, chaque colonne verticale, se composant 
du nombre 5 répété trois fois, vaut 5x3; comme il y a quatre 
colonnes, on a en tout 5x3x4. Ainsi, le même tableau, évalué 
d'une façon ou de Tautre, donne 5x4x3 ou 5x3x4. Il en ré- 
sulte que le produit de trois facteurs ne change pas quand on 
intervertit Tordre des deux derniers. 

Lemme 111. Le produit de plusieurs facteurs ne change pas 
quand on intervertit f ordre des deux derniers. 
Je considère les deux expressions 

5X4X3X7X2, 5x4x3X2x7. 

Si Ton suppose efiectué le produit des premiers facteurs 
5x4x3, les deux expressions se réduisent au produit des trois 
mêmes facteurs, dans lequel seulement Tordre des deux der- 
niers 7 et 2 a été changé, ce qui, conune on Ta vu, n'altère pas 
le résultat final. 

Lewiie IY. Le produit de plusieurs facteurs ne change pas 
lorsqu'on intervertit l'ordre de deux facteurs consécutifs quel- 
conques. 

Si dans le produit 5x4x3x7x2x8 on change Tordre des 
deux facteurs consécutifs 3 et 7, on obtient le produit égal 
5x4x7x3X2x8. En effet, si Ton efTectue le produit des 
quatre premiers facteurs, puisque Tordre des deux derniers 
seulement 3 et 7 est interverti, on obtiendra le même produit 
de part et d'autre, et comme ce produit est soumis ensuite aux 
mêmes opérations, c'est-à-dire est multiplié par 2, puis par 8, 
on arrivera au même résultat final. 

Théorâme I. Le produit de plusieurs facteurs ne change pas 
quand on change d^une manière quelconque Vordre des facteurs. 

En changeant successivement Tordre.de deux facteurs con- 
sécutifs, on peut disposer les facteurs du produit 

5X4X3X7X2X8 



d^iis tel or^re que Toq voudra* On veut^ par exemple^ amener 
1^ facteur 3 au premier rapg; on le fera d'abord passer aif 
quatrième rang, en changeant Tordre des deux facteurs con- 
sécutifs 7 et 2^ puis au troisième, en changeant Tordre des 
facteurs consécutifs 3 et 2, puis au second^ puis enfin au pre- 
mier. On amènera de même au secopd rang celui des autres 
facteurs que Ton désignera, et Ton continuera de la sorte 
jusqu'à ce que Ton ait disposé tous les facteurs dans Tordre 
voulu. 

ftS. Théorème U. Dans un proiiuit de plmi^un facteurs, 
on peut combiner deux, troiSy facteurs àvolonié. 

D'abord, si les deux facteurs que Ton veut cpmbiner sont au 
commencement, comme Texpression elle-même indique qu'il 
faut multiplier le premier par le second, on pourra effectuer 
cette multiplication et remplacer ainsi ces deux facteurs par 
leur produit. Si les deux facteurs ne sont pas au commence- 
ment, on supposera qu'ils y soient amenés, et on les rempla- 
cera par leur produit; ce produit pourra être mis ensuite à un 
rang quelconque. 

Puisqu'on peut réunir deux facteurs, on en peut réunir trois, 
quatre/ etc.; ear on en combinera d'abord deux, puis on 
combinera le produit de ces deux premiers avec le troi- 
sième, etc. 

Ces GombinaisouB de facteurs abrègent singulièrement les 
calculsi on demande, par exemple, la valeur du produit 
25X9X5X7X2X4. 

Si Top effectuait les multiplications ds^ns Tof dre indiqué, Ip cal- 
cul gérait trop long; mais je remarque que 2 fois 5 font 10, que 
4 fois 25 font 100 ; je groupe dope Jqs fagt^ijrs 2 et 5, 4 et 25, 
7 et 9; Texpression proposée se réduit à 

63 Xiû>< 100 = 63000. 

ft4. Réciproquement, on peut décomposer un facteur en 

deuœ, trois, autres plus simples. 

Soit Texpression 

35 X 15 X 8 X 50; 
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je remplace 35 par 7x5, 15 par 3x5, 8 par 2x2x2, 50 par 
5x10, j'ai 

5X7X3X5X2X2X8X5X10. 

Si je groupe ensuite chaque facteur 5 arec un fadeur 2, Tex? 
pression se réçluit à 

10 X 10 X 10 X 10 X 21 = 210000. 

tkf^. CoROUAiRE I. Lorsque les facteurs d'un produit sont tjsr- 
minés par des zérqst ofi supprime ces zéros dans U calcul; puis 
on ajoute à la droite du produit obtenu autant de zéros qu'on 
en a supprimé dans le$ différents facteurs. 

Soit le produit 

70fi0 X 360 X 400. 

Eti remplaçant 7000 par 7x1000, 360 par 36x10, et 400 par 
4x100, Onobient 

7 X 36 X 4 X 1000000= 1008000000. 

1^0. ppROUA^RE II. Po^r pfiultiplier un nombre par le prQ- 
d^it d^ plusieMrs fqcte\ip3 il suffit de multiplier ce nombre suc- 
cessivetnçnfpqr les fçiçteurf du produit. 
Soit à Hfiultiplier 23 par le produit 

3X5X7 = 105. 
On écrira 

23X105 = 23X3X5X7. 

ftST. Réciproquement, pour diviser un nombre par le pro- 
duit de plusieurs facteurs, il suffit de le diviser successivement 
par les facteurs du produit. 

Soit à diviser le nombre 3415 par le produit 3x5x7. Je di- 
vise le nombre 241 5 par 3, ce qui donne 805; le quotient par S, 
ce qui donne 161 ; ce second quotient par 7, ce qui donne 23. 
Je di» que 23 est )e quotient que Ton obtiendrait en divisant 
directement le nombre 9415 par le produit effectué IQg* Eu 
efTet, on a 
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2415 = 3 X 805, 
805 = 5 X 161, 
161 = 7 X 23; 

en décomposant les facteurs, on trouve 

2415 = 3 X 5 X 7 X 23 = 105 X 23. 

Notions sur les puissances. 

5 S. Le produit de plusieurs facteurs égaux à un nombre 
donné s'appelle unepuissance decenombre;ainsi5x5x5estla 
troisième puissance de 5. Pour abréger récriture on représente 
ce produit par la notation 5'; le petit chiffre , placé en haut et 
à droite pour indiquer le nombre des facteurs, s'appelle expo- 
sant; l'exposant est l'indice de la puissance. De même le pro- 
duit 7x7x7x7, que Ton écrit plus simplement 7*, est la qua- 
trième puissance de 7. Par analogie, le nombre 7 s'appelle la 
première puissance de 7 ; on peut lui supposer un exposant 
égal à Tunité. 

On voit que 40*=100, iœ=1000, 10*=10000, et qu'en gé- 
néral une puissance quelconque de 10 est égale à Tunité sui- 
vie d'autant de zéros qu'il y a d'unités dans l'indice de la 
puissance; en d'autres termes, les puissances de 10 forment 
ce que dans la numération on a appelé les unités des différents 
ordres. 

Théorème I. Pour mulliplier deux puissances d'un même 
nombre, on ajoute leurs exposants. 

Soit 7'x7'. Si l'on décompose chaque puissance en ses fac- 
teurs, on a 

7'x 7* = 7x 7X7X7X7. 

Or ce produit de cinq facteurs égaux à 7 n'est autre chose 
i|ue 7*. 

Théorème II. Pour diviser deux puissances d'un même 
nombre , on retranche V exposant du diviseur de celui du divi- 
dende. 
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Soit 7* à diviser par 7'. Il faut trouver un nombre qui, mul- 
tiplié par 7', reproduise 7'; ce nombre est 7*. 

Exercices. 

1* Combien y a-t-il de secondes dans un jour? 

Ce nombre est exprimé par le produit 60x60x24. 

Réponse : 86400 secondes. 

2o La circonférence a été partagée en 360 degrés, le degré en 
60 minutes, la minute en 60 secondes. Combien la circonfé- 
rence renferme-t-elle de secondes? 

Réponse : 1296000. 

30 La lumière parcourt 70000 lieues par seconde. A quelle 
distance de la terre serait situé un astre dont la lumière em- 
ploierait un jour pour venir jusqu'à nous? 

Réponse : 6048000000 lieues. 



CHAPITRE II. 

Déûnllions. 

§9. Qa a Yu que diviser \xn nombre p^r pp autre c'e^t 
chercher combien de fois le dividende contient le diyisenr- 
Lorsque la division se fait exactement, eq 4'i^Htres' ^ermfss, 
lorsque le dividende contient le diviseur un certain nombre de 
fois exactement, on dit que le premier nombre est divisible par 
le second. Ainsi 28, contenant 7 quatre fois exactement, est 
divisible par 7. 

D'autre part, on appelle multiples d'un nombre les produits 
que l'on obtient en multipliant ce nombre par les nombres 

consécutifs 2, 3, 4 , etc. Les multiples de 7 sont deux fois 7 

ou 14, trois fois 7 ou 21, etc. Par analogie, le nombre 7, pou- 
vant être considéré comme le produit de 7 par Tunité, est le 
plus petit multiple de 7. 

Tout multiple d'un nombre, se composant d'un certain nom- 
bre de fois ce nombre, est divisible par ce nombre; et, récipro- 
quement^ tout nombre divisible par un autre est un multiple 
de ce dernier. Ainsi les deux expressions, nombre divisible 
par un autre, ou multiple d'un autre, ont même signification. 

Lorsque le dividende ne contient pas exactement le diviseur, 
l'opération appelée division consiste à chercher le plus grand 
multiple du diviseur contenu dans le dividende. Dans ce cas, 
le dividende égale un certain multiple du diviseur, plus un 
reste moindre que le diviseur. Ainsi , 38 égale un multiple de 
7, plus un reste 3; en d'autres termes, 38 donne le reste 3, par 
rapport au diviseur 7. 
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n est éyident que la somme ou la différence de deux nom- 
bres divisibles par un troisième est divisible par ce troifiièm^• 
On ajoute, par exemple, les deux nombres SI et 35^ divisi* 
bles par 7; la somme se composant de trois fois 7, plus cinq 
fois 1, est égale à huit fois 7, et par conséquent est divisilde 
par 7. 

Itfais si Ton ajoute deux nombres, Tun divisible par un troi- 
sième, Tautre non divisible, la somme ne sera pas divisible. 
On ajoute^ par exemple, les deux nombres 21 et 38, le premier 
divisible par 7, le second non divisible; le nombre 38 égale 5 
fois 7, plus un reste 3; la somme se composera d'un certain 
nombre de fois 7^ plus le même reste 3. Ainsi, dans ce cas, la 
somme n'est pas divisible, et elle fournit le même reste que la 
partie non divisible. 

T/étude des restes constitue une des parties principales de la 
théorie des nombres; aussi importe-l-il de savoir déterminer 
par des procédés rapides le reste de la division d'un nombre 
par un autre, sans qu'on soit obligé d'efTectuf^r la division, Jq 
vais m'occuper de la recherche de ces procédés , en nie bor- 
nant pour le moment à quelques diviseurs simples. 

A cette question se rattache celle des caractères de divisibi- 
lité; on entend par là le moyen de reconnaître, à l'inspection 
d'un nombre, s'il est divisible par tel on tel diviseur; car §i }e 
procédé, indiqué pour le cajcul 4n reste, donne zéro, il e^t 
clair que le f^qmbre dppné est divisible par 1q diviseuf qne l'on 
considère. 

Diviseur 2. 

••. Les nombres divisibles par 3 s'appellent nombres poire; 
ceux qui ne le sont pas s'appellent nombres impaire. 
8i Ton considère la suite des nombres 

i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 41, \%... 

on voit que le^ nombres pairs et les non^bres impairs se suc- 
cè4ent alternativement. Les nombres 3, 4, 6, 8, sont pairs; 
le^ npmbres 1, 3, 5, 7, 9, 3oqt impairs. Tout non))>rQ iippiiir 
égale un nombre pair plus un. 
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Nous allons démontrer qu'un nombre est pair lorsqu'il est 
terminé par zéro ou par Vun des chiffres pairs, % 4, 6, 8, et 
qu'il est impair lorsqu^'il est terminé par Vun des chiffres imr 
pairs i y 3, 5, 7, 9. 

Considérons d'abord un nombre terminé par zéro, par 
exemple le nombre 230. Ce nombre égale 33 fois 10; mais 10 
égale 5 fois 2; donc 330 égale un certain nombre de fois % et 
par conséquent est divisible par 3. 

Soit maintenant un nombre^ comme 336^ terminé par un 
chiflire pair. Ce nombre se compose de deux parties^ Tune 330 
divisible par 3^ l'autre 6^ aussi divisible par 3; donc ce nom- 
bre est lui-même divisible par 2. 

Mais si le nombre est terminé par un chiffre impair^ il n'est 
pas divisible par 2. Soit, par exemple, le nombre 337, terminé 
par le chiflk*e impair 7; ce nombre 337 égale le nombre pair 
336, plus un; c'est donc un nombre impair. 

En appliquant cette règle , on voit immédiatement que les 
nombres 450, 78, 1004 sont pairs, et que les nombres 31, 153, 
67 sont impairs. 

Diviseur 5. 

61. En examinant la série des nombres , on reconnaît que 
les multiples de 5 se succèdent de cinq en cinq. Le premier 
multiple que Ton rencontre est le nombre 5 lui-même; après 
le nombre 5, viennent les quatre nombres 6, 7, 8, 9, ou 5+1, 
5+3, 5+3, 5+4; ces nombres ne sont pas divisibles par 5 et 
donnent pour reste les quatre premiers nombres 1, 3, 3, 4. On 
trouve ensuite le nombre 5+5 ou 3 fois 5; c'est un nouveau 
multiple de 5. Les quatre nombres suivants étant égaux à i 0+1 , 
10+3, 10+3, 10+4, ne sont pas divisibles par 5, et donnent 
pour restes les quatre premiers nombres; vient ensuite 10+5 
ou 3 fois 5, nouveau multiple de 5. Ce raisonnement est géné- 
ral; les quatre nombres qui suivent un multiple quelconque 
de 5 sont égaux à ce multiple, plus 1 , 3, 3, 4; le cinquième 
nombre égale le multiple précédent plus 5, c'est un nouveau 
multiple de 5. 
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Nous allons faire voir qu'un nombre est divisible par 5 lors- 
qu'il est terminé par ou par 5. 

Considérons d'abord un nombre tel que 340, terminé par 
zéro. Les raisonnements que nous avons faits sur le diviseur 2 
s'appliquent au diviseur 5. Le nombre 240 égale 24 fois 10 ; 
mais 10 égale 2 fois 5; donc 240 égale un certain nombre de 
fois 5, et par conséquent est divisible par 5. 

Soit maintenant un nombre comme 245, terminé par 5. Ce 
nombre se compose de deux parties. Tune 240 divisible par 5, 
Fautre 5 aussi divisible; donc ce nombre est lui-même divi- 
sible par 5. 

Mais si le nombre n'est pas terminé par ou par 5, il n'est 
pas divisible par 5. Par exemple, le nombre 243 égale le nom- 
bre 240 divisible par 5, plus le reste 3. De même le nombre 
247 égale le nombre 245, divisible par 5, plus le reste 2. On 
Tolt donc que le reste de la division d'un nombre par 5 est le 
même que le reste donné par le dernier chiffre. 

Diviseur 4. 

•!S. Th£ob£he. Le reste de la division d'un nombre par 4 
éigale le reste que donne le nombre formé par ses deux derniers 
chiffres. 

Le nombre 100, étant égal à 25 fois 4, est divisible par 4. 
Tout nombre terminé par deux zéros, étant un multiple de 
400, est par conséquent divisible par 4. Un nombre quelconque 
2736 se décompose en deux parties. Tune 2700, divisible par 4, 
l'autre 36, formée des deux derniers chiffres. Si cette seconde 
partie est divisible par 4, le nombre Test aussi; si cette se- 
conde partie n'est pas divisible par 4, le nombre ne l'est pas 
non plus, et le reste est le même que celui fourni par cette se- 
conde partie. 

Corollaire. Un nombre est divisible par 4 quand le nombre 
formé par ses dmx derniers chiffres est divisible par 4. 
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Divigeur 9. 

63. Lemme L Une unité d'un ordre quelconque égale un 
multiple de 9 plus 4 . En effet, les nombres 9, 99, 999,. .. que Ton 
forme en multipliant 9 par les nombres 4, 44, 444,... sont des 
multiples de 9; si Ton ajoute Tunité à ces différents nombres, 
on obtient 10, 400, 4000,... c'est-à-dire les unités des différents 
ordres. 

LuiME IL Un nombre formé d'un chiffre si§nifieatif, $uim 
d'un nombre quelconque de zéros, égale un multiple de 9 plu$ ce 
chiffre. 

Le nombre 800, par exemple, égale 8 fois 400; or, 100 égalé 
un multiple de 9 plus 1; donc 800 égale 8 fois ce multiple^ ce 
qui donne un multiple, {dus 8 fois Tuaité, ou 8. 

Théorème. Le reste de la division d'un nombre par 9 égale le 
reste de la somme de ses chiffres par 9. 

Un noiiibre quelccmque, par exemple 3548, peut être dé(;&tn- 
posé de la manière suivante : 

3548 = 8 + 40 + 800 + 3000. 

La seconde partie 40 égale un multiple de 9 plus 4; la troi- 
sième partie égale un multiple de 9 plus 5; la quatrième un 
multiple de 9 plus 3. En réunissant tous les multiples, on 
obtient un multiple : on Toit donc que le nombre proposé se 
compose d'un multiple de 9, augmenté de la somme de ses 
chiffres. Si cette somme est divisible par 9, le nombre lui- 
même sera divisible; si cette somme n'est pas divisible, le 
nombre ne sera pas divisible, et il donnera le même reste que 
la somme de ses chiffres. 

Corollaire. Un nombre est divisible par 9, quand h samme 
de ses chiffres est divisible par 9. 
L'application du théorème montre que les nombres 27, 81 
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i3S^ S408^ mA divisible»» par 9; que les nombres i% 5â^ 3301, 
ne sont pal ditisiblea, et donnent pour reste 3, 7^ 6, 



Remarque. On abrège Taddition des chiffî*es en retran- 
cUant 9 successivement dans le cours de Topération, toutes les 
fois que ce sera possible; car en retranchant 9 on ne change 
pas le reste. J'àppIiqKe aU nombre 3548 : je dis 8 et 4 font i% 
teste 3> et 5 totit 8, et 3 font 44, reste 2; le reste de la division 
du nombre 3548 pât- 9 est 2. 

f\ Soit le nombre 1^4324936. En sous-etitendant U soustrac* 
tion de 9, je dis : 6 et 3... 0, et 9... 0, et 4... 4, et 2... 3, et 3... 
6, et 4... 4, et 6... 7, et 2... 0» Le nombre proposé est divisible 
par 9. 

Diiriseur 3. 

6S. TnÉORÈJiiE. Le reste de la divMôn d'un nombre par 3 
égale le reste de ta division de la somme de ses chiffres par 3. 

On a démontré qu'un nombre quelconque égale un multiple 
de 9, plus la sonime de ses chiffres. Puisque 9 est un multiple 
de 3 9 un multiple de 9 est aussi un multiple de 3; donc un 
nombre quelconque égale un multiple de 3, plus la somme de 
ses chiffres. 

Corollaire. Un nombre est divisiblepar 3 quand la somme de 
ses chiffres est divisible par 3. 

En faisant la somme des chiffres , on retranchera 3 oii un 
multiple de 3 toutes les fois que ce sera possible. Soit le nom- 
bre 425403267928; on dira: 8 et 2... 4, et 9... l, et 7... 2, et 
6... 2, et 2... 4, et3... 4, et4...2, et5... \, et 2... 6, et 4... 4. 
Le reste de la division du nombre proposé par 3 est 4. 

Ditiatur 41. 

••. Je cherche d'abord les restes que fournissent les puis« 
saticiBs successives de 40 diviâéés paf 44» 
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Le nombre 100 égale 99 plus i ; mais 99, ou 9 fois 11, est un 
multiple de 11; donc 100 égale un multiple de 11 plus 1. 

On obtient 1000 en multipliant 100 par 10; mais 100 égale 
un multiple de 11 plusl; le multiple de 11 répété 10 fois donne 
un multiple de 11; donc 1000 égale un multiple de 11 plus 10. 

De même on obtient 10000 en multipliant 1000 par 10; mais 
1000 égale un multiple de 11 plus 10; le multiple, répété 10 
fois, donne un multiple; le reste 10, multiplié par lO, donne 
100 ou un multiple de 11 plus 1; donc 10000 se compose de 
deux multiples de 11, qui, réunis, forment un multiple, plus 
un reste 1. 

En continuant de la même manière, on trouTe alternative- 
ment les restes 1 et 10, ainsi que le représente le tableau sui- 
vant: 

1 = 1 

10= 10 

10 0= multiple de 11 + 1 
10 0= id. +10 

10000= id. +1 

10 0= id. +10 



On en conclut : 

Lemme I. L'unité suivie d'un nombre pair de zéros égale un 
multiple de a plus 1 . 

Lemme II. Vunité suivie d'un nombre impair de zéros égale 
un multiple de 11 moins 1 . En effet, le nombre iOOO, par exem- 
ple, égale un multiple de 11 plus 10; si Ton remplace 10 par 
11 moins 1, on voit que le nombre 1000 égde un multiple de 
11 moins 1. 

Lemme 111. Un nombre formé d'un chiffre significatif , suivi 
(Ttin nombre pair de zéros, égale un multiple de ii plus ce 
chiffre. 

Lemme IV. Un nombre formé d'un chiffre significatifs $mvi 



DIVISIBILITÉ. 65 

d'un nombre impair de zéros^ égale un multiple deii moittë ce 
chiffre. 

Théorème. Pour trouver le reste de la division d*un nombre 
par ii , on retranche la sommée des chiffres de rang pair de la 
somme des chiffres de rang impair, augmentée de i\ si cela est 
nécessaire. 

Soit un nombre quelconque 1639718. Je le décompose de la 
manière suivante : 

8= 8 

10= multiple de 11 .— ■ 1 

7 00= id +7 

9000= id —9 

30000= id +3 

600000= id —0 

1000000= id *. +1 

Puisque la somme de tons les multiples de 11 donne un 
multiple de 11, le nombre proposé égale un multiple de li^ 
plus la somme des cbiffres de rang impair, moins la somme 
des chiffres de rang pair. 

En calculant Tune et Tautre somme, on aura soin, pour 
abréger, de retrancher 11 toutes les fois que ce sera possible, 
ce qui , comme il a été dit y ne change pas le reste. En opérant 
de cette manière sur le nombre proposé, on trouve 8 pour la 
première somme, 5 pour la seconde; le nombre 1639718 égale 
donc un multiple de 11, plus 8, moins 5, c^est-à-dire un mul- 
tiple de 11, plus 3. 

En opérant sur le nombre 8092, on trouve 2 pour la première 
somme, 6 pour ia seconde; le nombre proposé égale donc un 
multiple de 11, plus % moins 6. Afin de pouvoir retrancher la 
seconde somme de la première, j'augmente celle-ci de 11, et je 
retranche 6 de 13, ce qui donne le reste 7. 

Corollaire. Lorsque le reste ainsi obtenu est 0, on en conclut 
que le nombre est divisible par 11. 
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Preuves par les restes. 



9ÏÏ. J'ai indiqué les procédés à Taide desqueb on détermine 
rapidemenl les restes d'un nombre par rapport aux diviseurs 
simples 2^ 3^ 4^ 5^ 9^ 11. Je compléterai plus tard cette théorie, 
et Je rétendrai à un diyiseur quelconque; mais on peut déjà 
faire quelques applications de ce qui a été dit sur ce sujet. 

Je considère une expression indiquant certaines opérations 
arithmétiques à effectuer sur des nombres donnés. Ne pour- 
rait-on pas déterminer d'avance, sans qu'il fût nécessaire d'ef- 
fectuer les calculs^ le reste du résultat final? 

Je suppose d'abord que l'on additionne plusieurs nombres 
donnés, 287, 1345, 3895, et, afin de fixer les idées, je prends 
les restes par rapport à 9; j'ai 

2 8 7 = multiple de 9 -f- 8 
i 3 45= id. + 4 

3 89 5= id. +7 

Somme = multiple de 9-|-i9. 

En réunissant tous les multiples, on voit que la somme des 
nombres proposés égale un multiple de 9, plus la somme des 
restes. Cette dernière somme 19 donnant pour reste i, le 
reste de la division de la somme des nombres donnés par 9 
esti. 

le considère maintenant la différence de deux nombres 
donnés 4678 et 2695; j'ai 

4678 = multiple de 9-f7 

2695= id. 4-^ 

Différence =: multiple de 9 -f- 3. 

Si le reste inférieur était plus grand que le reste supérieur, 
on ajouterait 9 à ce dernier. Exemple : 

3 7 9i=multîple de 9 + 2 
2695= id +4 

Différence = multiple de 9 -f- 7, 
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Ce cjUi précède peut être résumé dans le théorèine stiivfttit t 

Théorème I. lorsque plusieurs nombres donnés sont com^ 
biniê par addition ou par soustraction, te reste du résultat ne 
changé pas si Von augmente ou si Von diminue chacun d^éUùs 
d'un multiple quelconque du diviseur. On voit, en efifet, ({n'en 
opérant de la sorte on augmente ou Ton diminue le résultat 
d'un multiple du diviseur, ce qui ne change pas le reste. Le 
résultat augmente si Ton augmenta les nombres à additionner; 
il diminue, au contraire > si Ton augmente les nombres à ve^ 
trancher. 

•S. Théorème II. Le reste d'un produit né change pus m Von 
augmente ou si Von diminue chaque facteur d'un nnultiple du 
diviseur. 

Un produit de deux facteurs n'est autre chose que la somme 
de plusieurs nombres égaux au multiplicande; donc si Ton 
augmente ou si Ton diminue le multiplicande d'un multiple 
du diviseur, le produit lui-même est augmenté ou diminué 
d'un multiple de ce diviseur. 

Dans un produit de.plusieurs facteurs^ comme 845x67xU» 
on peut mettre au commencement l'un quelconque des fao- 
teurs, 67 par exemple , et supposer les autres combinés en un 
seul. Le produit se compose alors du facteur 67 répété un 
certain nombre de fois. Si donc on augmente ou si l'on di- 
minue ce facteur d'un multiple du diviseur, le produit aug- 
mente ou diminue d'un multiple^ et par conséquent le reste 
du produit ne change pas. Comme ce raisonnement s'appli- 
que à tous les facteurs indistinctement, le théorènie est dé- 
montré. 

•9. Corollaire. Je retrancha de chaque facteur le plus 
grand multiple du diviseur qti'il renferme, et je remplace les 
différents facteurs par les restes correspondants. Puisque le 
produit des restes ne diffère du produit pfoposé que d'un mul- 
tiple du diviseur, j^obtiendtai le reste du produit en multipliant 
les restes des facteurs. Soit le produit 845X67; les restes des 
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deux facteurs, par rapport au diviseur 9, sont 8 et 4; le reste du 
produit est 8x4=3^, ou, plus simplement, 5. Soit le produit 
845x67x24; on calculera d'abord le reste 5 du produit des 
deux premiers facteurs, on multipliera ensuite 5 par le reste 
6 du troisième facteur, ce qui donne 30 ou 3 pour le reste 
cherché. 

yO. Ce qui précède donne des moyens de yérification pour 
les calculs arithmétiques. Je suppose qu'après avoir exécuté 
une série d'opérations sur des nombres donnés, on veuiUe 
s'assurer de l'exactitude des résultats. J'ai expliqué comment 
on détermine d'avance le reste du résultat par rapport à un 
certain diviseur; d'autre part, le résultat étant calculé, si l'on 
détermine directement son reste par rapport au même divi- 
seur, on doit trouver le même reste. 

Cependant, lorsque le même reste se reproduit de part et 
d'autre, on ne peut affirmer d'une manière absolue que le ré- 
sultat soit exact. Car, si dans les calculs on avait commis une 
erreur qui fût exactement un multiple du diviseur, cette 
erreur, n'ayant aucune influence sur les restes, ne se mani- 
festerait pas par ce procédé de vérification; mais il est peu 
probable qu'une erreur commise soit exactement un multiple 
du diviseur. Dans la pratique, on prend ordinairement les 
restes par rapport à 9, à cause de la facilité avec laquelle on les 
obtient. 

J'applique à la multiplication ou à la division. Soit la multi- 
plication suivante : 

845 
67 
591 5 
50 7 



5 6 615 



Les restes du multiplicande et du multiplicateur sont 8 et 4; 
8x4 ou 32 donne le reste 5; or le produit calculé donne di- 
rectement 6 pour le reste; la vérification a lieu. 
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Soit mainleiiaiit une division : 

57090 845 
6390 67 
475 

Puisque le dividende égale le produit du diviseur par le quo- 
tient, plus le reste de la division, on a : 

57090 = 845 X 67 + 475= multiple de 9 + 8 x 4 + 7. 

On multipliera le reste 8 du diviseur par le reste 4 du quotient^ 
ce qui donne 32^ dont le reste est 5; on y ajoutera le reste 7 
du reste 475 de la division^ ce qui donne i2ou 3. Le dividende 
doit fournir directement le reste 3^ ce qui a lieu en effet. 
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Définitions. 

flk. Les nombres qui divisent exactement un nombre donné 
sont les dmsetirs de ce nombre. Ainsi le nombre 12 admet pour 
diviseurs i, 2, 3, 4, 6, 12. Le plus petit diviseur d'un nombre 
est 1, le plus grand est ce nombre lui-même. 

Les nombres qui divisent à la fois plusieurs nombres donnés 
sont les communs diviseurs de ces nombres. Parmi les com- 
muns diviseurs de plusieurs nombres, il en est un qu'il im- 
porte de considérer d'une manière spéciale, c'est le plus grand: 
on rappelle plus grand commun diviseur. La recherche du 
plus grand commun diviseur a une grande importance en 
arithmétique. 

Plnfl iprand comnmii dlilsenr de deux nombres* 

f9. Lemme. Quand deux nombres sont tels que le plus grand 
est divisible par le plus petit, les communs diviseurs de ces deux 
nombres sont les diviseurs du plus petit. 

Soient les nombres 96 et 12, tels que 96 est divisible par 12. 
Il est évident d'abord que les communs diviseurs de ces deux 
nombres sont des diviseurs de 12. Réciproquement, tout divi- 
seur de 12 divise aussi le multiple 96; ainsi les communs divi- 
seurs de 12 et de 96 sont les mêmes que les diviseurs de 42. 

Puisque le plus grand diviseur de 12 est ce nombre lui- 
même y il s'ensuit que 12 est le plus grand commun diviseur 
des nombres 96 et 12. Ainsi le plus grand commun diviseur de 
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detix nombres, tels que le plus grand est divisible par le plus 
petit, est ce plus petit nombre. 

TnéORÉMB I. Peux nombres quelconques admettent les mêmes 
communs diviseurs que le plus petit de ces nombres et le reste de 
la division du plus grand parle plus petit. 

Soient les deux nombres 313 et 108; en divisant le plus 
grand par le plus petit, on trouve 2 pour quotient et 06 pour 
reste. Puisque le dividende égale le produit du diviseur par le 
quotient, plus le reste, on a 

312 = 108x2 + 96. 

Je considère un commun diviseur de 312 et de 108; divisant 
408, il divise le multiple 108x2; divisant 312 et 108x2, il di- 
vise la différence 96« Ainsi, tout commun diviseur de 3i2 et de 
108 est commun diviseur de 108 et de 96, 

Réciproquement, je considère un commun diviseur de 108 
et de 96; divisant 108, il divise le multiple 108x2; divisant 
108x2 et 96, il divise la somme 312. Ainsi, tout commun divi- 
seur de 108 et de 96 est commun diviseur de 312 et de 108. 

Si donc on formait deux tableaux contenant^ Tun les divi* 
seurs communs de 312 et de 108, Tautre les diviseurs com^ 
muns de 108 et de 96, ces deux tableaux seraient identique* 
ment les mâmes. 

79, D'après ce théorème , la recherche des communs divi- 
seurs des deux nombres 312 et 108 est ramenée à la recherche 
des communs diviseurs des deux nombres plus simples 108 
et Q& J'opère de la même manière sur ces deux derniers nom^ 
bres; en divisant 108 par 96, je trouve 12 pour reste. D'après 
le même principe , les communs diviseurs des nombres 108 
et 96 sont les mêmes que ceux des nombres 96 et 12. Or 96 est 
divisible par 12; donc les communs diviseurs des nombres 
96 et 12, et par conséquent les communs diviseurs des deux 
nombres proposés, ne sont autre chose que les diviseurs de 12 , 
Comme le plus grand diviseur de 12 est 12 lui-même, il s'eq- 
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suit que 12 est le plus grand commun diviseur des nombres 
312 et 108. De ce qui précède on conclut: 

Règle. Pour trouver le plus grand commun diviseur de deux 
nombres donnés , on divise le plus grand par le plus petit y ce 
dernier par le reste de la division, le premier reste par le second 
reste, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à un reste nul; 
le dernier diviseur obtenu est le plus grand commun diviseur 
cherché. 

On dispose Topération de la manière suivante : 

312 
96 

on place les quotients au-dessus des diviseurs^ afin de laisser 
la place libre pour les restes. 

Remarque. Dans cette démonstration, on est arrivé à cette 
conclusion que les communs diviseurs des deux nombres 
donnés^ 312 et 108^ sont précisément les diviseurs de 12. Ainsi 
les diviseurs communs de deux nombres ne sont autre chose que 
les diviseurs de leur plus grand commun diviseur. On énonce 
quelquefois cette proposition en disant : tout nombre qui di- 
vise deux nombres divise leur plus grand commun diviseur. 

Nombres premiers entre eux. 

74. Lorsque deuxnombres n'admettent pas d'autre commun 
diviseur que Tunité, ces deux nombres sont dits premiers entre 
eux. 

Il est clair que deux nombres premiers entre eux ont l'unité 
pour plus grand commun diviseur; si donc, en appliquante 
deux nombres donnés l'opération du plus grand commun di- 
viseur, on trouve 1 pour dernier diviseur, il sera certain que 
les deux nombres donnés sont premiers entre* eux. Ainsi, les 
leux nombres 14 et 9 sont premiers entre eux 
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Simpiificaiion. 

y&. La détermination du plus grand commun diviseur re- 
pose tout entière sur ie théorème I. Je vais donner à ce théo- 
rème une signification plus étendue. 

Théorème IL Les communs diviseurs de deux nombres ne 
changent pas, quand on remplace l'un de ces nombres par 
la différence entre ce nombre et un multiple quelconque de 
Vautre. 

Soient encore les nombres 312 et i08. Je prends la diflérence 
entre 312 et un multiple quelconque de 108^ par exemple 
108x3; je dis qu'on peut remplacer 312 par cette différence 
12 ; en d'autres termes^ je dis que les communs diviseurs de 
312 et de 108 sont les mêmes que ceux de 12 et de 108. En 
effet, au moyen de Tégalité 

312=108x3—12, 

on démontrera, comme précédemment,, que les diviseurs 
communs de 312 et de 108 sont diviseurs communs de 108 
et de 12; et que réciproquement les diviseurs communs de 
108 et de 12 sont diviseurs communs de 312 et de 108; ainsi 
ridentité entre les deux sortes de diviseurs est bien démon- 
trée. 



f9. Je remarque maintenant qu'en divisant un nombre par 
un autre on détermine le plus grand multiple du diviseur 
contenu dans le dividende; le multiple suivant est plus grand 
que le dividende ; on a de la sorte les deux multiples consécu- 
tifs du diviseur qui comprennent le dividende. Les différences 
entre le dividende et ces deux multiples sont toutes deux plus 
petites que le diviseur, et leur somme égale la différence des 
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deux multiples^ et par conséquent le diviseur lui-même. Âinsi^ 
en divisant 39 par 7, on trouve que le dividende 39 est compris 
entre les deux multiples consécutifs 7x5, 7x6 du diviseur; 
il surpasse de 4 le premier et diffère de 3 du second, la somme 
des deux différences est précisément le diviseur 7. La première 
différence est donnée par la division elle-même, c'est le reste 
de la division; oq obtient la seconde en retranchant la première 
du diviseur. 

Ces préliminaires étant posés, je reviens à la recherche du 
plus grand commun diviseur de 312 et de 108. La division de 
312 par 108 donne le reste 96; ce reste 96 est la différence 
entre le dividende et le multiple 108x2 du diviseur ; la diffé- 
l'ençç avec le multiple suivant est 108—96 ou 12 ; or, en 
vertu du théorème II, on peut remplacer 312 par Tune ou 
Tautre de ces différences ; on choisira naturellement la plus 
petite 12. De cette manière, les deux nombres proposés 312 
et 108 sont remplacés par les nombres plus simplet 12 et 108. 
Comme 12 divise 108, le plus grand diviseur cherché est 13. 
Ainsi • 

Dans la recherche du plus grand commun diviseur, si une di- 
vision donne un reste plus grand que la moitié du diviseur, on 
remplace ce reste par l'excès du diviseur sur ce reste. 

J'applique ce procédé aux nombres 35676 et 25812. 
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Plus ipand commup dlTiseur de plusienr» nombres. 



77. Prkmièm Méthode. Lorsqu'on sait trouver le plus grand 
commun diviseur de deux nombres, il est facile de déterminer le 
y>lu8 grand commun diviseur d'autant de nombres qu'on veut. 
Soient, par «x^mple^ les nombres 860^ 600> 1368, 4212, Je 
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CûQSidère d'abord les diviseurs communs des deux premiers 
nombre 360 et 600 ; ces communs diviseurs^ aiosi qu'il a été 
démontré^ sont les diviseurs mêmes de leur plus grand oûm* 
mun diviseur i20» 

Je cousidèra maintenant les trois nombres 360^ 600^ idW. 
Pour avoir leurs communs diviseurs, il faut, parmi les com- 
muns diviseurs des dciux premiers nombres, ou parmi les 
diviseurs dç 130, prendre seulement cm% qui divisent le troi- 
sième; ainsi les communs diviseurs des trois premiers nom* 
bres sont les communs diviseurs de 120 et de 1368. Je dé- 
termine le plus grand commun diviseur 34 de ces deux 
npnfibres; lei communs diviseurs des trois nombres 360^ 600, 
136S sont les diviseurs de H* Ce nombre 9A est par consé» 
quent le plus grand eommun diviseur des trois premiers 
nonibresr 

Le raisonnement que Ton vient de faire peut âtre répété in^ 
définimeot Pour avoir les communs diviseur^ des quatre nom» 
bres 360, 600, 1368, 4313, il faut, parmi les communs diviseurs 
des trois premiers, ou parmi les diviseurs de 34, prendre seu- 
lement ceux qui divisent le quatrième ] ainsi les communs di- 
viseurs des quatre nombressont les communs diviseurs de 34 
et de 4313. Je détermine le plus grand commun diviseur 13 de 
ces deux nombres; les communs diviseurs des quatre nombres 
sont les divieeur» de 13. Ce nombre 13 est par oonséquenile 
plus grand commun diviseur des quatre nombres proposés. De 
ce qui précède on oonolut : 

RifiLi. Pour trouver lêphi$ grand commun di^^imur dephh 
siêufi nombrn donnée, on ealcuh d'abord le plus grand eem- 
mtm ditmur de$ dmœ premiers nombres ; on caleule eneuile 
le plus grand commun dMseur du nombre ainsi obtenu et du 
troisième nombre, puis le plus grand commun diviseur du nom- 
brê atnst obtenu et du quatrième nombre, et ainri de suitejus^'à 
oê quon ait épuisé to%u les nombres donnés; le dernier plus 
grand commun âiviêe^r calculé est te plm gra$^ commun dt- 
loimur cherché. 

Les raisonnements qui préeédeai conduisent à cette conclu* 
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sion générale : les diviseurs communs de plusieurs nombres 
sont les diviseurs mêmes du plus grand commun diviseur de ces 
différents nomhres. 

Pour simplifier autant que possible le calcul, il est bon de 
commencer les opérations par les plus petits nombres. 

78. Deuxième Méthode. Cette seconde méthode n'est que 
l'extension des théorèmes démontrés sur deux nombres à au- 
tant de nombres qu'on veut. Et d'abord : 

Lemme. Lorsque plusieurs nombres sont tels que le plus petit 
divise tous les autres, les communs diviseurs des nombres pro- 
posés sont ks diviseurs du plus petit nombre, et, par conséquent, 
ce plus petit nombre est le plus grand commun diviseur. 

On voit, en effet, que tout diviseur commun aux nombres 
proposés est diviseur du plus petit, et que, réciproquement, 
tout diviseur du plus petit divise les autres nombres qui sont 
des multiples du plus petit. 

Théorème III. Les communs diviseurs de plusieurs nombres 
ne changent pas, quand on remplace fun d'eux par la différence 
entre ce nombre et un multiple de Vun des autres. 

Soient les nombres 366, 600, 1368, 4212. Je dis qu'on peut 
remplacer 600, par exemple, par la différence 120 entre 600 
et un multiple 360x2 du premier. En effet, il a été démontré 
que les communs diviseurs de 360 et de 600 sont les mêmes 
que ceux de 360 et de 120 ; or, pour avoir les communs divi- 
seurs des quatre nombres proposés, il faut, parmi les com- 
muns diviseurs de 360 et de 600, ou, ce qui est la même chose, 
de 360 et de 120, prendre ceux qui divisent 1368 et 4212; 
ce sont précisément les communs diviseurs de 360, 120, 1368, 
4212. 

En divisant 1368 par 360 et prenant la plus petite différence 
72, on pourra de même remplacer 1368 par 72; en divisant 
4212 par 360, on remplacera aussi 4212 par 108. De cette ma* 
nière, les quatre nombres proposés sont remplacés par les 
quatre nombres plus simples 360, 120, 72^ 108. 
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On divise de même par le plus petit 72 les trois autres nom- 
bres, et on les remplace par les plus petites différences. Mais 
ici on observe que, 360 étant divisible par 72, on peut suppri- 
mer 360, parce que les diviseurs communs de 360 et de 72 sont 
les diviseurs de 72; on n'a plus alors que trois nombres 24, 72, 
36. Comme 72 est divisible par 36, ces trois nombres se rédui- 
sent à deux, 24 et 36 ; opérant sur ces deux nombres comme 
précédemment, on les remplace par 24 et 12; comme 24 est 
divisible par 12, l'opération est termina; 12 est le plus grand 
commun diviseur cherché. 

Règle. Pour trouver le plus grand commun diviseur de plu- 
sieurs nombres donnés, on divise par le plus petit d entre eux 
tous les autres nombres, on remplace chacun des nombres divi- 
sés par la plus petite différence correspondante; on opère de la 
même manière sur les nouveaux nombres ainsi obtenm, et ainsi 
de suite. Lorsqu'un nombre est divisible, par un autre, on le 
supprime'. L'opération sera terminée quand il ne restera plus 
qu*un nombre : ce nombre restant est le plusgrandcommun divi- 
seur cherché. 

Voilà la règle générale; mais il arrive souvent qu'on aperçoit 
une combinaison particulière qui simpiiûe considérablement 
l'opération. Ainsi, dans l'exemple proposé, on voit que le qua- 
trième nombre moins sept fois le second donne une différence 
12; on remplace alors le quatrième nombre par i2; comme 
42 divise les trois premiers, 12 est le plus grand commun di- 
viseur cherché. 

Propriétés du plus fprand commun diTiseur. 

79* Lemme I. Si l'on multiplie le dividende et le diviseur par 
un même nombre, le quotient ne change pas, et le reste est mul- 
tiplié par le même nombre. 

La division de 90 par 12 donne un quotient 7 et un reste 6 : 
90=12x7+6. 

Si l'on multiplie par 3 chacune des deux parties qui composent 
le nombre 90, on a 
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«)X3ii:12xïx3+6x 3=12x3x7+6x3. 

Puisque le reste 6 est plus petit que le diviseur i 2^ le nombre 
6x3 sera aussi plus petit que 12x3. Donc^ si on divise 90x3 
par 12x3, on obtient le même quotient 7 et le reste 6x3. 

Lemme II. Si on divise le dividende et le diviseur par un même 
nombre, le quotient ne change pas, et le reste est divisé par le 
même nombre. 

On a démontré que quand deux nombres 90 et 12 sont 
divisibles par 3, le reste 6 est aussi divisible par 3. Si Fon 
divise par 3 les deux parties qui composent le nombre 90, 
on a 

30=4x7+2. 

Dotic, si l'on divise 90 : 3 par 12 : 3,, ôii obtient le même quo- 
tient 7^ et le reste 6 : 3. 

Théouèhê IV. Si on multiplie ou ii on divise plusieurs nom- 
breê par un même nombre, le plus grand commun diviseur est 
aussi multiplié ou divisé par ce nombre. 

Il suffit de démontrer ce théorème pour deux nombres. 

Reportons-nous à la série des opérations par lesquelles on 
détermine le plus grand commun diviseur de deux nombres, 
312 et 108. Si Ton multiplie ces deux nombres par 3, le reste 
96 sera aussi multiplié par 3; les deux nombres 108 et 96 
étant multipliés par 3, le second reste 12 sera aussi multiplié 
par 3, et ainsi de suite. Toute la série des diviseui*s sera donc 
multipliée par le même nombre 3 ; si donc on cherche le plus 
grand commun diviseur de 312x3 et de 108x3, on trouvera 
12x3. 

Voici le détail de Topération : 

312X3 
96X3 

De même si Ton divise par 3 les deux nombres 312 et 108, 
toute la série des diviseurs sera aussi divisée par 3. Si donc 
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on cherche le pltis grand commun diviseur de 34 i : 3 et de 
108 : 3, c'est-ànlire de 404 et de 36, on trouvera 18:3, ou 4. 

80. Corollaire I. Lorsqu'on veut déterminer le plus grand 
commun diviseur de deux nombres terminés par des 0, par 
exemple de 31300 et 10600, on supprime un même nombre 
de zéros de part et d'autre^ et l'on opère sur les nombres 313 et 
108. Le plus grand commun diviseur de ces deux nombres est 
13. Pour revenir aux deux nombres proposés, il faut multiplier 
313 et 108 par 100 ; le plus grand commun diviseur 13 est aussi 
multiplié par 100; donc le plus grand commun diviseur cher** 
ché est 1300. 

91. CoROLLAiRB IL Si Vofi diviêe deux nombres par leurplus 
grand commun diviseur y les deux quotients sont premiers entre 
eux. En effet, si Ton divise les deux nombres 313 et 108 par 
leur plus grand commun diviseur 13, les. deux quotients 
313 : 13, 108 : 13, c'est-à-dire 36 et 9, auront pour plus grand 
commun diviseur 13 : 13 ou 1 ; donc ces deux quotients sont 
premiers entre eux. 

82. Théorème V. Lorsqu'un nombre divise te produit de 
deux facteurs et qu'il est premier avec Vun d'eux, il divise 
Vautre. 

Lorsqu'un nombre divise un produit de deux facteurs, il 
arrive souvent que ce nombre ne divise aucun des deux fac- 
teurs. Ainsi, lenombre 9, qui divise le produit 15x34, ne di- 
Yise aucun des deux facteui*s. Mais quand le nombre «st pre^ 
mier avec Tun des facteur, alors on peut affirmer qu'il divise 
Fautre facteur. 

Par exemple le nombre 9 divise le produit 504 des deux fac- 
teurs 14 et 36 ; il est premier avec 14, je dis qu'il divise l'autre 
facteur 36. En etTet, le plus grand commun diviseur des deux 
nombres 14 et 9, premiers entre eux, est 1. Je multiplie ces 
deux nombres par 36; d'après le théorème précédent, les 
deux nombres 14x36, 9x36 admettent pour plus grand com- 
mun diviseur 1x36 ou 30* Or le nombre 9 divise son multi'^ 
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pie 9x36; J'ai supposé d'ailleurs qu'il divise le produit 
i4x36> ; le nombre 9 est donc un commun diviseur des deux 
nombres 14x36, 9x36; donc il divise leur plus grand com- 
mun diviseur 36. 

S3- Théorème VI. Qiuind un nombre est divisible séparé- 
ment par deux nombres premiers entre eux, il est divisible par 
leur produit. 

Lorsqu'im nombre est divisible séparément par deux nom- 
bres, il arrive souvent que ce nombre n'est pas divisible par 
leur produit. Ainsi, le nombre 72, divisible séparément par 
6 et par 8, n'est pas divisible par le produit 48 de ces deux 
nombres. Hais si les deux diviseurs sont premiers entre eux, 
on peut affirmer que le dividende est divisible par leur 
produit. 

Soit un nombre 540 divisible séparément par deux nombres 
4 et 9, premiers entre eux, je dis qu'il est divisible par le pro- 
duit 36 de ces deux nombres. En effet 540, étant divisible par 
4, égale le produit de 4 par un certain nombre i35, 
540 = 4 X 135. 

Or 9 divise 540, ou le produit 4 x 135; il est premier avec le 
facteur 4; donc il divise l'autre facteur 135. Ce nombre 135, 
étant divisible par 9, égaîe le produit de 9 par un certain 
nombre 15. Si l'on remplace 135 par le produit 9 x 15, 
on a 

540=4X9X15. 

En regardant comme effectué le produit des deux premiers 
facteurs, on voit que 540 est un multiple de ce produit 36; 
donc le nombre 540 est divisible par 36. 

84. Corollaire. Ce théorème simplifie la recherche des ca- 
ractères de divisibilité. Je considère, par exemple, le divi- 
seur 6, produit des deux facteurs 2 et 3, premiers entre eux. 
Pour qu'un nombre soit divisible par 6, il est nécessaire 
d'abord que ce nombre soit divisible séparément par 2 et par 
3; car tout multiple de 6 est nécessairement nmltiple de 2 et 
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de 3. Cette condition d'ailleurs est suffisante, parce que les 
deux facteurs 2 et 3 sont premiers entre eux. Ainsi tin nombre 
est divisible par 6 quand il est pair et que la somme de ses 
chiffres est divisible par 3. 

De même, 12 étant le produit de deux facteurs 3 et 4 pre- 
miers entre eux, un nombre est divisible par 12 quand il est 
divisible par 3 et par 4. 

De même, 15 étant le produit de deux facteurs 3 et 5 pre- 
miers entre eux, un nombre est divisible par 15 quand il est 
divisible par 3 et par 5. 

SO. Théorème Yll. Quand un nombre est divisible séparé* 
ment par plusieurs nombres premiers entre eux deux à deux, 
il est divisible par leur produit. 

Ce théorème est la généralisation du théorème précédent. 

Soit un nombre A, divisible séparément par les trois nom-* 
bres a, 6, c, premiers entre eux deux à deux ; je vais démon- 
trer qu'il est divisible par leur produit. Je suppose que les 
trois diviseurs sont premiers entre eux deux à deux, c'est-à- 
dire que a et 6 sont premiers entre eux, de même que a et c, 
6 etc. 

Le nombre A, étant divisible par a, égale le produit de a 
par un certain nombre q, 

A = a X g. 

Puique le nombre b divise A, ou le produit a X 9^ et qu'il 
est premier avec le facteur a, il divise l'autre facteur q. Donc q 
égale le produit de b par un certain nombre q^, 

q = b X q'. 

Puisque le nombre c divise A, ou le produit a x q,et qu'il 
est premier avec a, il divise q; puisque le nombre c divise g, 
ou le produit 6 x q', et qu'il est premier avec 6, il divise q\ 
Donc q^ égale le produit de c par un certain nombre g'^, 

qf z=zcx q'\ 

En décomposant successivement les facteurs, on a 

A=:axg = a xb xq' = ax b x c x q"- 

6 
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Done le nombre A est un multiple du produit a x b X c^ ei 
par conséquent est divisible par ce produit. 

La même démonstration s'applique à quatre noofibpes et 
généralement à autant de nombres qu'on veut. 

Plus petit multiple. 

Sy . On appelle eommun multiple ou plus simplement mul- 
tiple de plusieurs nombres un nombre qui est à la fois mul- 
tiple de chacun des nombres donnés. Parmi les multiples de 
plusieurs nombres, il en est un qu'il importe d'étudier d'une 
manière spéciale, o^est le [tlus petit : on TappeUa pluM petit 
multiple, 

11 est évident que si le plus grand des noml)res donnés est 
divisible par chacun des autres, comme il est divisible par lui- 
même, il est le plus petit mqltiple cherché. Ainsi le plua petit 
multiple des trçis nombres 8, 42, 24 est 24. Dans le cas géné^ 
rai, op détermine le plus petit mujtiple au moyen du plus 
gFMid cpmmun diviseur. 

Plus pelii muliîple de deux nombres. 

8ft. Théorème VIII. Le plus petit multiple de deuôe nombrei 
est égal au produit de ces deux nombres divisé par leur plus 
grand commun diviseur. 

J'appelle A et B les deux nombres donnés^ d leur plus grand 

commun diviseur, a et 6 les quotients premiers entre eux que 

Ton obtient en divisant les deux nombres donnés par leur 

plus grand commun diviseur.^On a : 

Ar=d X a, 

B= d X è. 

J'appellç M un multiple quelconque de? nombres A et B. 
Puisque le multiple M est divisible par A ou par le produit 

M 

dxa, il egt diyisJWe par d, et le q^ptient^ c^t divipible 

par a. Puisque le multiple H est divisible par B ou par le pro- 
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M 

duit dxb, il est divisible par d, et le quotient -t est divisible 

M 

par 6. Le nombre ^, divisible séparément par les deux nom- 
bref a et b, premiers entre m%, est divisible par ]e produit 
a X 6, en d'autres termes^ est un multiple du produit axh; 
il çu résulte que tout multiple commun M est un multiple du 
produit d X a xb. Aéçiproquement^ tout multiple du nombre 
d X a X 6 est divisible séparément par chacun des nombres A 
ou d X a, B ou d X 6. Ainsi les multiples communs des deux 
nombres A et B sopt les mèïïien que les multiples du nombre 
d X axb. 

Puisque le nombre d X a X 6 est à lui-même son plus petit 
multiple^ il s'ensuit que ce nombre est le plus petit multiple 
des nombres A et B. Comme ce plus petit multiple peut s'écrire 

dxax6=Axfc=^^, 

on voit quMl est égal au produit de deux nombres A et B divisé 
par leur plus grand commun diviseur. 

Dans la pratique^ 'pour calculer Iq plus petit multiple^ on 
multiplie Tun des deux nombres donnés par le quotient que l'on 
obtient en divisant Taulre par le plus grand commun diviseur. 

Par exemplej le plm grand commun diviseur des nombres 
B et 12 est 4; ou calculera le plus petit multiple d^ cas deui 
nombre^i çn divisant par 4 le produit 8 x i^j pu plus simple- 
ment Qn multipliant Tun deux B par te quaUent 3 que Ton obr 
tient en divisant Tautre i% par i, c^ V^ donne 94 Ce plut» 
petit multiple contient exactement 3 fois te premier nombre^ 
2 foip le second. 

SU. CoROLLAim 1. 11 résulte de la démonstration précédente 
que les multiples communs de deux nombres A et B sont les 
multiples de leur plus petit multiple dxaxb. 

Le plus petit multiple des deux nombres 8 et 4) est ti. Si 
VoB multiplie M par ehacun des nombres 1^ f, d, 4 ^ on 
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forme la série indéfinie des multiples communs de 8 et 42, 
savoir : 

24, 48, 72, 96, 420 

••• Corollaire II. Le plus petit multiple de deux nombres 
premiers entre eux est égal au produit de ces deux nombres, 
puisque leur plus grand commun diviseur est l'unité. Ainsi 
le plus petit multiple des deux nombres 4 et 9, premiers entre 
eux, est leur produit 36. 

Pltts pelit moUiple de plusieurs nombres. 

•fl. Soient les quatre nombres 8, 42, 45, 18. Je détermine 
d'abord le plus plus petit multiple 24 des deux premiers nom- 
bres 8 et 12; on sait que les multiples communs de ces deux 
nombres sont les multiples de 24. Pour avoir les multiples com- 
muns des trois premiers nombres, il faut, parmi les multiples 
de 24, prendre seulement ceux qui sont divisibles par le troi- 
sième. Ainsi les multiples communs des trois premiers nombres 
sont les multiples communs de 24 et de 45. Je détermine le plus 
petit multiple 120 de ces deux nombres ; les multiples communs 
des trois nombres 8, 12, 15 sont les multiples de 120. Ce 
nombre 120 est par conséquent le plus petit multiple des trois 
premiers nombres. 

Le raisonnement précédent peut être répété indéfiniment. 
Pour avoir les multiples communs des quatre nombres 8, 1 2, 1 5, 
18, il faut, parmi les multiples des trois premiers, ou parmi les 
multiples de 420, prendre seulement ceux qui sont divisibles 
par le quatrième; les multiples communs des quatre nombres 
senties multiples communs de 120 et de 18. Je détermine le 
plus petit multiple 360 de ces deux nombres ; les multiples 
communs des quatre nombres sont les multiples de 360. Ce 
nombre 360 est par conséquent le plus petit multiple des quatre 
nombres proposés. Ainsi : 

Règle. Pour trouver le plus petit multiple de plusieurs nom^ 
bres donnés, on détermine Sabord U plus petit multiple des deux 
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premiers nombres, puis le plus petit multiple du nombre ainsi 
obtenu et du troisième nombre, et on continue de cette manière 
jusqu'à ce qu'on ait épuisé totàs les nombres donnés. Le dernier 
nombre calculé est le plus petit multiple cherché. 

Les raisonnements qui précèdent conduisent à cette con- 
clusion générale que les multiples communs de plusieurs nom- 
bres sont les multiples du plus petit multiple de ces différents 
nombres. 
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DéfinilioDs. 



9*. Un nombre premier est un nombre qui n'est divi- 
sible que par lui-même et par Funité. Ainsi le nombre 7, 
qui n'est divisible que par 1 et par 7, est un nombre 
premier. 

Lorsqu'un nombre n'est pas premier, il est décomposable 
en deux facteurs plus petits que lui. Ainsi le nombre 42, 
étant divisible par 6, égale le produit des deux facteurs 6 et 7. 
Le facteur 6, étant à son tour divisible par 2, égale 2 x 3 ; de 
sorte que le nombre 42 se trouve décomposé en trois facteurs 
2x3x7. Lorsque le nombre proposé est premier, il est im- 
possible de le décomposer en facteurs plus petits que lui. 

Il est clair que tout nombre non premier peut être consi- 
déré comme un produit de facteurs premiers; car on pourra 
toujours pousser la décomposition en facteurs, jusqu'à ce 
qu'on arrive à des facteurs premiers. Ainsi, en multipliant les 
nombres premiers les uns par les autres, on forme tous les 
nombres. 

Les nombres premiers sont en quelque sorte les éléments 
constitutifs de tous les nombres ; on comprend par là de quelle 
importance est l'étude de leurs propriétés. J'explique d'abord 
comment on les détermine. 

Recherche des nombres premiers. 

93. Je suppose qu'on veuille former le tableau des 
nombres premiers plus petits que 100. On écrit les cent 
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pfDInieni nombres à la suite les uns des autres : i, 3j 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 40> il, i«, 13, i4> 15, 16, 17, 18, 19, 

80, 21, 22. .•..!.• 

95, 96, 97, 98, 99, 100* 

Partant de 2, on barre les nombres de deux en deux, 
saToir : 4, 6« . . . Les nombres ainsi barrés sont les aiul- 
tiples de 2 ou les nombres pairs. 

Partant de 3, on barre les nombres de trois en trois, 
savoir : 6^ 9^ ^2^ 15, . < • Les nombres ainsi barrés sont 
les multiples de 3. 

Les multiples de 4 ont déjà été barrés, puisque ce Sont des 
multiples de 2. 

Partant de 5, on barre les nombres de 5 en 5, savoir : 10, 
15, 20, ... ; ce Àont les ttiulliples de 8. 

Les multiples dé 6 sont déjà bdiréë cdttime ftiultipteë dd i 
et de 3. 

Partant dé 7, oti barfe les nofflbfe^ de 7 en 7 J ce SOnt les 
multiples de 7. 

Les multiples de 8 et de 9 sont déjà batrés, 1«S pi*ettHèM 
comme multiples de 2, les seconds comme multiples de 3. 

Il ëÉi IdKtUe d'allé plus loin. En eftet, lorsqu'un ndfifbre 
plus petit que 100, par exemple 96, est divisible pa^ un ûma» 
bre 11 plus gtMd que 10, il est égal au produit de 12 par tin 
quotient 8 nécessairement plus petit que 10, et par oonséquent 
il est aussi divisible par 8; en un mot^ lorsqu'un ndtilbrè pliu 
|i^it que 100 est muliiplë d'un nombre plus gfaùd que 10, 11 
ett aussi multiple d'un nombre plus petit que 10, et, obmm« 
tel, a déjà été barré. 

Les nombres non barrés 

4,2,3,5,7,11,13, 97 

sont les nombres premiers. 

•4» Si Ton voulait former le tableau des nombres premier! 
plus petits que 1000, on écrirait les mille premiers nombre» à 
la suite les uns des autres et on barrerait comme préoédem^' 
ment les multiples de 2, 3, 5, 7, 11, 13, . . . , 4 • . 
On s'arrêterait après avoir barré les multiples de 31, parce 
que le nombre 32, multiplié par lui-même, donne un résul^ 



88 LIVRE II.—- CHAPITRE IV. 

tat plus grand que iOOO. Tout nombre plus petit que 1000, 
multiple d'un nombre plus grand que 31, est aussi mul- 
tiple d'un nombre plus petit que 3i, et, comme tel, aura déjà 
été barré. 

•S. Il est aisé de voir que la suite des nombres premiers 
est illimitée. Supposons en effet que cette suite soit limitée, et 
désignons par la lettre a le plus grand des nombres premiers; 
formons le produit de tous les nombres premiers et ajoutons 
Tunité à ce produit, nous obtiendrons un nombre que nous 
appellerons N, 

N = i.2.3.5.7.H a + i. 

Ce nombre étant formé de' deux parties, la première diyisible 
par chacun des nombres premiers, la seconde non divisible, 
ne serait divisible par aucun nombre premier autre que Tu- 
nité; ce serait donc un nombre premier. On obtiendrait de la 
sorte un nombre premier plus grand que a, ce qui est con- 
traire à rhypothèse. 

99. Leume. Lorsqu'un nombre premier ne divise pas un 
nombre, il est premier avec lui. 

Par exemple, le nombre premier 1, ne divisant pas W, est 
premier avec 20. En effet, puisque les seuls diviseurs de 7 
sont 1 et 7, les communs diviseurs de 7 et de 20 ne peuvent 
être que 1 et 7; or 7 ne divise pas 20; le seul commun divi- 
seur de ces deux nombres est donc i , et par conséquent ces 
deux nombres sont premiers entre eux. 

Théorème IX. Lorsquun nombre premier divise le produit 
de plusieurs facteurs, il divise au moins run d'eux. 

Je considère d'abord un produit de deux facteurs 14x20, 
divisible par un nombre premier 7; je dis que Tun des fac- 
teurs est divisible par 7. En effet, si 7 divise 20, le théorème 
est démontré; s'il ne divise pas 20, il est premier avec 
lui, et, en vertu du théorème V, il doit diviser l'autre fac- 
teur 14. 
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Je considère maintenant un produit de trois facteurs , par 
exemple 14x20x16, divisible par un nombre premier 7; 
je dis que Tun des facteurs, au moins^ est divisible par 7. En 
effet, je suppose effectué le produit 14X^0 des deux premiers 
facteurs; le nombre premier 7 divise le produit des deux 
nombres 14x20 et 16, et par conséquent divise Tun d'eux. 
S'il divise 16, le théorème est démontré. S'il ne divise pas 16^ 
il divise l'autre nombre 14x20; dans ce cas, le nombre pre- 
mier 7 divise le produit 14x20 de deux facteurs, et l'on sait 
qu'il doit diviser l'un d'eux, 20 ou 14. Ainsi 7 divise nécessai- 
rement l'un des trois facteurs 16, 20, 14. 

Ce mode de raisonnement peut être étendu facilement à au- 
tant de facteurs que l'on veut. Je suppose que le nombre pre- 
mier 7 divise un produit de quatre facteurs 
14 X 20 X 16 X 12, 

je dis qu'il divise l'un d'eux. Je regarde en effet le produit des 
trois premiers facteurs comme effectué, le nombre 7 divise le 
produit des deux nombres 14x20x16 et 12, et par conséquent 
divise l'un d'eux. S'il divise 12, le théorème est démontré. 
S'il ne divise pas 12, il divise l'autre nombre 14x20x16; dans 
ce cas le nombre premier 7 divise le produit de trois facteui*s, 
et par conséquent divise l'un d'eux. 

Le théorème, étant démontré pour quatre facteurs, s'éten- 
dra de même à cinq facteurs, puis à six, à sept, etc. Le théo- 
rème est donc vrai pour un nombre quelconque de facteurs. 

•7. Corollaire 1. Lorsqu'un nombre premier divise une 
puissance d'un nombre, il divise ce nombre. 

En effet, une puissance d'un nombre est un produit de plu- 
sieurs facteurs" égaux à ce nombre; le nombre premier, divi- 
sant le produit, divise l'un des facteurs, et par conséquent di- 
vise le nombre qui a été élevé à la puissance. Ainsi le nombre 
premier 7, divisant le nombre 9261, qui est la troisième puis- 
tance de 21, divise nécessairement 21. 

•8. Corollaire II. Quand detix nombres sont premiers entre 
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$ux, ékuûù puissances quelconques de ces diux nombres êOfU 
premières entre elleêé 

Soient deux nombres iô et â8^ premiers dotre eUx} je teux 
démontrer que des puisiances quelconques 15% 28' de Ces 
deux nombres sont aussi deux nombres premiers entre eux. 
En effet i Si ces deux puissances n'étaiânt pas premières entre 
elles^ elle admettt^ient un plus grand commun diviseur autre 
que Tunité. Je suppose d'abord que ce plus grand commun di* 
Viseur soit un nombre premier { ce nombre premier^ divisant 
W et 98% diviserait 15 et 38 1 les deut nombres 15 61 28 ad- 
mettraient ainsi un diviseur commun atitf e que Tunité^ ee qui 
est impossible^ puisque ces deux nombres sont premiers entre 
eux. Je suppose maintenant qUe le plus grand oommud divi« 
seur des deux puissances lo* et 28* sOit un nombfe non pre- 
mier, ce nombre sera divisible nécessairement par un certain 
nombre premier, et ce nombre premier diviserait les deux 
puissances, et par conséquent les deux nombres eux-mêmes, 
ce qui est impossible. 

99. Théorème X. Un nombre n'est décomposable qu'en un 
seul système de facteurs premiers. 

J'ai dit qu'un nombre quelconque peut être considéré comme 
un produit de nombres premiers; je vais démontrer que, quel 
que soit le procédé de décomposition qu'on emploie, on arrive 
toujours au même résultat final; en d'autres termes, qu*il 
n'y a qu'une manière de représenter un nombre donné par un 
produit de facteurs premiers. Tout se réduit évidemment à 
déttiouttet que, lorsque dèluï produits de ftdtèUi^ premiers 
représentent le même nombrd, lié sont coWpoSéë iflëfltlqtie*» 
ment de la même manière. 

Je suppose que le facteur pi*emier *J se trouve dans le pre- 
mier produit, il se trouvera aussi dans le seôond. Eu effet, le 
nombre 7, divisant le premier produit, et par Conséquent le 
second, qui est égal au premier, divisera l'Uîi des facteurs qui 
composent ce second produit; comme ces facteurs sont pre- 
miers, l'un d'eux sera précisément 7. 

Je suppose maintenant que le premier t>roduit renferme le 
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facteur 7 trois fois, c'esl-à-dire 1x1x1 ou 7% le-second produit 
renfermera aussi 7'. Car si le second produit renfermait^ par 
exemple V, en divisant les deux produits égaux par 7*, ou au- 
rait encore deux produits égaux, Fun renfermant le facteur 1, 
Fautre ne le renfermant pas, ce qui est impossible. 

Ainsi les deux produits égaux sont composés âes mêmes 
facteurs premiers affectés des mêmes exposants. C'est identi- 
quement la même expression. 

Décomposition d*tin ftombré en ses facieiifs premiers. 

HOO. Proposons-nous de décomposer le nombre 504. On re- 
marque d'abord que ce nombre, étant terminé par un chiffre 
pair, est divisible par le facteur premier 2; en effectuant la di- 
vision, on aura 

504 = 2X252. 

Le nombre 282 est ettcote divisible pat 2, et Ton a 

252 = 2X126. 

Le nombre 126 est encore divisible par 2, et Ton a 
126S32X63. 

Le nombre 63 n'est p\\l^ ditisible par 9; mai^, la somme de 
ses chiffres étant divisible par 3, ce nombre est divisible par 3, 
et Ton trouve, en effectuant la division, 

63=5:3X21. 

Le nombre 21 est encore divisible par 3, et Ton a 
21=3x7. 

Le nombre 7 étant premier, la décomposition est terminée. 
On a finalement 

604=2X2X2 X3X3X7=2»X3*X 7. 

On dispose ordinairement ^opération de la manière sui- 
vante: 
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252 
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Décomposer le nombre 1500 en ses facteurs premiers. Au 
lieu d'opérer comme précédemment , il est plus simple d'ob- 
server que J 500=15 xiOO, et de décomposer séparément 
les deux nombres 15 et 100. Puisque 15 = 3x5 et que 
100=10 X 10=2« X 5% on a 

1500=2«x3x5». 



lOl. La décomposition des nombres en facteurs premiers 
permet de résoudre presque instantanément un grand nombre 
de questions sur les nombres. 

Considérons deux nombres quelconques décomposés en 
leurs facteurs premiers; par exemple 
360=2» X 3* X 5. 
336=2*X 3 X7. 

Le produit de ces deux nombres est 

360 X 336 = 2» X 3* X 5 X 2* X 3 X 7. 

En réunissant les facteurs 2'x2^, ce qui se fait par Taddition 
des exposants, on a 2'. De même le produit 3*x3 donne 3*; 
car on peut considérer le second facteur comme étant^affecté 
de l'exposant 1. Ainsi on a pour le produit demandé 

360X336=2' X3'X 5X7, 

et Ton voit que Ton effectue la multiplication en ajoutant les 
exposants des facteurs premiers qui entrent dans les deux nom- 
bres, et écrivant les autres à la suite. 

Quand deux nombres sont décomposés en facteurs premiers, 
il est aisé de reconnaître si le plus grand est divisible par le 
plus petit; il faut pour cela que le premier renferme tous les 
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facteurs premiers du second avec des exposants au moins égaux. 
Car, le nombre dividende, étant égal au produit du diviseur 
par le quotient , contient tous les facteurs premiers du divi* 
seur, et en outre ceux du quotient. Ainsi , on voit immédiate- 
ment que le nombre 2*x3'x5x7 est divisible par le nombre 
2'X3*x5. On effectue la division en retranchant les exposants 
du diviseur des exposants des mêmes facteurs dans le divi* 
dende, et écrivant à la suite les facteurs du dividende qui 
n'entrent pas dans le diviseur. Le quotient est ici 2'x3x7; 
car, en multipliant le diviseur par le quotient, on reproduit le 
dividende. 

Diviseurs d*iiii nombre. 

JIO!S. Un diviseur quelconque d'un nombre se compose 
d'une partie des facteurs premiers de ce nombre. Si donc on 
combine ces facteurs premiers de toutes les manières possi- 
bles, soit un à un, soit deux à deux, etc., on formera tous les 
diviseurs du nombre proposé. 

Je vais expliquer, sur le nombre 360, comment on effectue 
ordinairement ces combinaisons. 
1 

8 

3, 6, 12, 24, 

9, 18, 36, 72, 

5, 10, 20, 40, 15, 30, 60, 120, 45, 90, 180, 360. 

Les deux premières colonnes verticales de gauche représen- 
tent la décomposition du nombre 360 en facteurs premiers; à 
droite sont placés les diviseurs cherchés. Pour les former, j'ai 
mis en tête le diviseur 1 ; je Tai multiplié par le facteur pre- 
mier 2, et j'ai écrit le produit 2 au-dessous. Je trouve ensuite 
dans la deuxième colonne verticale un second facteur pre- 
mier 2; je multiplie par ce facteur les deux diviseurs déjà 
obtenus, je forme ainsi le diviseur 2 déjà écrit et un nouveau 



360 


2 


480 


2 


90 


2 


45 


3 


i5 


3 


5 


5 
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divîMur 4 que j'éoris au->degsou8. h continue da la sorte à 
multiplier tous les diviseurs déjà formés par le facteur premier 
suivant, en ayant soin de ne pas écrire deux fois le même 
diviseur. Ainsi^ quand j'arrive au facteur 3^ je multiplie par 3 
les quatre diviseurs précédemment obtenus, ce qui dopne 
quatre diviseurs nouveaux 3^ 6^ i% 94. J'arrive alors au second 
facteur 3, par lequel je multiplie tes huit diviseurs déjà trou- 
vés. Quatre se reproduisent, je ne les écris pas; j'écris seule-* 
ment les quatre nouveaux 0, 18, 36, 73. En multipliant par K 
les douze diviseurs déjà obtenus^ on forme dousse diviseurs 
nouveaux que Von écrit. 

Il est aisé de voir que de celte manière toutes les combinai- 
sons possibles ont été formées aveo les facteurs premiers du 
nombre proposé , et que par conséquent on a obtenu tous les 
diviseurs de ce nombre. Le plus petit diviseur est Tuiiîtéj le 
plus grand le nombre lui*mâme. 

lOS. Il est facile de dire^ à priori, combien un nombre 
donné admet de diviseurs. Je reprends le nombre 360, qui, 
décomposé en ses facteurs premiers, est 

2»x3*x5. 

J'écris sur une ligne horizontale l'unité et les pui^sanQes suc- 
cessives de 2 jusqu'à 2^ sur une seconde ligne l'imité et les 
puissances de 3 jusqu'à 3% sur une troisième ligne l'unité et 5 : 

i, % 2% 2», 
i, 3, 3», 
I, 5. 

La première ligne horizontale contient, outre l'unité, les divi- 
seurs formés avec le facteur â. La deuxième ligne contient de 
même, outre l'unité , les diviseurs formés avec le facteur 3. I^ 
première renferme 3 + i, ou 4 nombres, c'esià-dire autant 
qu'il y a d'unités dans l'exposant de 2* plus 1. La seconde ren- 
ferme 2+1 ou 3 nombres, c'est-à-dire autant qu'il y a d'unités 
dans l'exposant de 3* plus 1. La troisième contient deux nom- 
bres, c'est 1+1. Je multiplie maintenant chacun des nombres 
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de la première ligne par chacun des QQinbrcs de la seconde^ 
ce qui donne le tableau suivant : 

4, % 2», V, 

3, 2x3, 3»X3, ?'x3, 
3*, ?><;3% 2'x3S ?'X3\ 

Quand on multiplie les nombres de la première liçne par 1, 
on reproduit cette ligne, c'est-à-dire l'unité et les diviseurs 
formés avec le facteur 2. Quand on multiplie ces mêmes nom- 
bres par 9, on obtient le diviseur 3 et les diviseurs formés 
avec les facteurs 2 et un facteur 3. Quand on multiplie par 3*, 
on obtient de même le diviseur 3' et les diviseurs formés avec 
les facteurs 2 et 3*. On a ainsi tous les diviseurs formés avec les 
facteurs 2 et 3, pris séparément ou combinés. Le nombre de 
ces diviseurs est 4x3 ou 12. 

On multiplie ensuite chacun des nombres de ce tableau par 
chacun des nombres de la troisième ligne 

4, 5. 

En multipliant par 4, on reproduit tous les diviseurs précé- 
demment formés; en multipliant par 5, on obtient les divis^um 
qui contiennent 5. Le nombre total des diviseurs est donc 
i2x2 ou 4x3X2, c'est-à-dire 

(3 + 4)X(2-f4)X{lH-4). 

On oonclut de là qua /« nombre «Im dimêmfî d'un nomhré est 
égal au produit dei eœpo$anti de ses faeUurs premiers, augt 
mentes chacun d'une unité. 

Plu^ gr^d coiomun diviseur. 

IL04. Quand les nombres sont décomposés en facteurs pre- 
miers^ on obtient de sqîte leur plus grand commun diviseur. 
En effet, tout diviseur commun de plusieurs nombres se com- 
pose évidenîment de facteurs premiers communs aux diffé- 
rents nombres proposés; en prenant tous les facteurs premiers 
communs, on aura le plus grand commun diviseur. Soient, 
par exemple^ les nombres 



96 LIVRB II.— CHAPITRE lY. 

360=2' X 3* X 5, 
900=2» X 3* X 5% 
336=2* X 3 X7. 

Il 7 a deux facteurs 2 et un facteur 3 communs à ces trois 
nombres; leur plus grand commun diviseur est 2*X3. Âinsi^ 
le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres se com- 
pose des facteurs premiers communs à ces différents nombres^ 
affectés chacun de son plus petit exposant. 

Une fois le plus grand commun diyiseur trouvé, il est facile 
d'obtenir les diviseurs communs; car ce sont les diviseurs du 
plus grand commun diviseur. 

105. On reconnaît que deux nombres sont premiers entre 
eux lorsqu'ils n'ont pas de facteur premier commun; car alors 
ces deux nombres n'ont pas d'autre commun diviseur que l'u- 
nité. Ainsi les deux nombres 

308=2«x7xii, 
75=3 X5», 

n'ayant pas de facteur premier commun , sont premiers entre 
eux. 

Plus petit multiple. 

106. Un nombre divisible à la fois par plusieurs autres doit 
renfermer évidemment les facteurs premiers de chacun d'eux. 
Soient les nombres 

360=2» X 3* X S, 
900=2* X 3* X5S 
336=2* X 3 X7. 

Tout nombre, divisible à la fois par chacun d'eux, renfer- 
mera au moins quatre facteurs 2, deux facteurs 3^ deux facteurs 
5 et un facteur 7. On obtiendra le plus petit multiple des nom- 
bres proposés en ne prenant que les facteurs que l'on vient d'é- 
numérer, et qui sont strictement nécessaires, ce qui donne 
2* X 3' X 5* X 7 =25200. 
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Ainsi; le plus petit multiple de plusieurs nombres se compose 
de tous les facteurs premiers qui entrent dans ces différents 
ifiombres, affectés chacun de son plus fort exposant. 

Les quotients du plus petit multiple par chacun des nombres 
donnés sont ici 

2 X5X7=70, 
2"X7 =28, 
3X5* =75. 

Lorsque deux nombres sont premiers entre eux, ces deux 
nombres n'ayant pas de facteurs communs, leur plus petit mul- 
tiple est le produit même de ces deux nombres. Par exemple, 
les deux nombres 

28=2^X7, 
i5=3 X5, 

premiers entre eux, ont pour plus petit multiple le nombre 
2* X 3 X 5 X 7, 

qui est le produit même des deux nombres donnés. 

Exercices. 

!• Trouver le plus grand commun diviseur des deux nom- 
bres 182436 et 45234. 

2® Trouver le plus grand commun diviseur des deux nom- 
bres 785000 et 465000. 

3"^ Trouver le plus grand commun diviseur des deux nom- 
bres 53600 et 27000. 

4"" Trouver le plus grand commun diviseur des deux nom- 
bres 2734 et 1853. 

S» Décomposer en focteurs premiers les nombres 132^ 234, 
340. 

6* Trouver le plus grand commun diviseur et le plus petit 
multiple de ces trois nombres. 

7» Décomposer en facteurs premiers les nombres 453600, 
2759680, 156816. 
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8*^ Trouver le plus graud commun diviseur et le plus petit 
multiple de ces trois nombres. 

90 Trouver quels sont les nombres premiers pliis petite que 
mille. 

iO> Former un tableau contenant tous les diviseurs du nom- 
bre 360. 

iio Former un tableau contenant tous les diviseurs du nom- 
bre 504. 

12« Démontrer que le nombre des diviseurs 4'an non4)re 
est égal au produit des exposants des facteurs premiers qui 
composent ce nombre , cbacun de ces exposants étant aug- 
menté d'une unité. 

iS"" Former un tableau contenant tous les diviseurs com« 
muns aux deux nombres 360 et 900. 

iJifi Former un tableau contenant tous les diviseurs com- 
muns aux trois nombres 453600^ 2759680^ 456816. 

150 A quels caractères reconnaît-on qu'un nombre est divi- 
sible par 18Î 

Appliquer aux nombres 2754, 13266, 5218, 4250. 

i6<^ A quels caractères reconnait-on qu'un nombre est divi- 
sible par 45? 

Appliquer aux nombres 2745, 7605, «430, 6735. 

17» Quels sont les nombres plus petits que 9, et prenàiers 
avec ce nombre? 

18* Quels sont les nombres plus petits que 12 et premiers 
avec ce noiiU)re? 
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CHAPITRE I. 

WEM FBACnOMS ORBIIVJLIIIBS.] 

Mesure des grandeurs* 

. Qq api^eUe grandeur tout œ qui est susceptible cfau^^ 
mentatioD au dediminutioB. 

11 faut distinguer deux sortes de grandeurs. Certaines gran^ 
deors^ comme une compagnie de soldats^ un monceau de 
pommes^ sont descoHections d'unités ; si Ton compte combien 
à& soldats renferme la compagnie^ combien de pommes le 
moiice^u^ on obtient un nombre. Cest là Forigine du nombre, 
et e^est à ce point de vue que nous favons étudié jusqu'à 
présent. 

Il est d'autres grandeurs que V^n nomme continues, parce 
qu'oB peut les augmenter ou les diminuer d'aussi peu qu'on 
veut ; la longueur d\in âl^ la capacité d'un yase^ la durée d'un 
phénomène^ sont des grandeurs continues. Les grandeurs de 
cette nature ne renferment pas en elles l'idée de nombre ; 
cependant il est possible de les représenter par des nombres, 
ék c'est là une première application très-iinportantede la science 
des nombres. 

E» «ftt^ fi fm vwà ésnkttt les fonguetirs^ paf eiemple^ 
on choisira l'une d'elles pour servir de terme de comparaisoui 
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et Ton cherchera combien de fois cette longueur est contenue 
dans chacune des autres. Si elle est contenue 5 fois dans une 
première, 12 fois dans une seconde^ ces longueurs seront re- 
présentées^ Tune par le nombre 5, l'autre par le nombre 12. 

407. On appelle unité la grandeur prise pour servir de 
terme de comparaison à toutes les grandeurs de même es- 
pece* 

Mesurer une grandeur^ c'est la comparer à son unité ; c'est 
chercher combien d'unités et de parties d'unité elle ren- 
ferme. 

lo Lorsque Tunité est contenue exactement dans la grandeur^ 
5 fois par exemple^ il n^ a pas de difficulté^ la grandeur est 
exprimée par le nombre 5. 

2o Lorsque la grandeur à mesurer est plus petite queTunité, 
on partage cette dernière en un certain nombre de parties 
égales^ et l'on cherche combien de parties renferme la gran- 
deur. Je suppose que^ Tunité ayant été partagée en douze 
parties égales^ la grandeur renferme 7 parties exactement; on 
dira que la grandeur est les 7 douzièmes de l'unité^ ou qu'elle 
est exprimée par la fraction sbpt douzièmes. 

30 Lorsque la grandeur à mesurer est plus grande que l'u- 
nité, et qu'elle ne la contient pas exactement, elle se compose 
d'un certain nombre d'unités et d'un reste plus petitque l'unité, 
reste que l'on évalue par une fraction, ainsi qu'il a été expliqué. 
De cette manière, la grandeur est représentée par un nombre, 
augmenté d'une fraction. 

Par extension d'idée, on appelle nombre, en général, la me- 
sure d'une grandeur au moyen de l'unité ; le nombre propre- 
ment dit a été distingué par la qualification de nombre entier; 
la fraction est considérée comme un nombre plus petit que 
l'unité; enfin un nombre entier, augmenté d'une fraction, 
constitue un nombre fractionnaire. 

Les grandeurs, quand elles sont ainsi mesurées ou représen- 
tées par des nombres, portent le nom de quantités.. 
Je reprends en détail les définitions que je viens de donner. 
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Définitions. 



flOS. Lorsqu'on partage Vutiité enplusieurs parties égales, 
et qu'on prend un certain nombre de ces parties, on a ce quon 
appelle une fraction. 

Je partage Tunité en cinq parties égales, et je prends trois 
de ces parties; j'ai la fraction trois cinquièmes. 

Le nombre qui indique en combien de parties on a partagé 
Funité s'appelle dénominateur; le nombre qui indique com- 
bien on prend de parties s'appelle numérateur. Dans l'exemple 
précédent^ 8 est le dénominateur, 3 le numérateur. 

On énonce une fraction en disant d'abord le numérateur, 
puis le dénominateur, que Ton fait suivre de la terminaison 
iime. 

On écrit une fraction en mettant le dénominateur au- 
dessous du numérateur, et séparant les deux nombres par 
un trait horizontal. Ainsi la fraction trois cinquièmes s'écrit 

3 
B* 

De même, si Ton partage l'unité en trente-sept parties égales, 
et que l'on prenne vingt-quatre de ces parties, on aura la frac- 
tion VINGT-QUATRE trente-septièmes, qui s'écrit 

37* 

flOO. On appelle nombre fractionnaire un nombre entier 
augmenté d'une fraction. Ainsi 7-|-| est un nombre fraction- 
naire. 

n est aisé de mettre un nombre fractionnaire sous forme de 
traction, Je remarque en effet que, puisqu'une unité vaut cinq 
eirujuiémes, sept unités valent sept fois cinq cinquièmes, ou 
trente-cinq cinquièmes ; j'ajoute les trois cinquièmes, j'ai trente- 
huit cinquièmes. Ainsi : 

3_38 
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Rëglb. Pour mettre un nombre fractionnaire som la forme 
d'une fraction ordinaire, on multiplie Ventier par le dénomi- 
nateur de la fraction, et on ajoute au produit le numérateur. 

Puisqu'on peut mettre ainsi un nombre entier ou un nombre 
fractionnaire sous la forme d'une fraction^ on a étendu la déno- 
mination de fraction aux nombres en général. Lorsque le nu- 
mérateur de la fraction est plus petit que le dénominateur, la 
fraction représente une quantité plus petite que Tuoité; c'est 
une fraction proprement dite. Quand le numérateur est {dus 
grand que le dénominateur^ la fraction représente une quan- 
tité plus grande que l'unité ; elle tient la place d'un nombre 
entier ou d'un nombre fractionnaire. EnGn^ quand le numéra- 
teur est égal au dénominateur^ la fraction désigne l'unité elle- 
même. 

Je considère^ par exemple^ la fraction ^. Puisque avec cinq 
cinquièmes on forme une unité^ autant de fois 38 einquiéma 
contiendront 5 cinquièmes, autant la fraction f contiendra 
d'unités ', or 38 contient 5 sept fois, et il reste 3 ; donc 

6 ^6 

RioLE. Pour extraire les entiers contenus dam une fraction 
dont le numérateur est plus grand que le dénominateur, an di^ 
vise le numérateur par le dénominat^r. 

Propriétés fondamemales des fractions, 

110. Théoiè» I. Lorsq^on retul U numéraieuit é^tne 
fraction un certain nombre de fois phês grand ou plm puil, la 
fraction devient le même nombre de fois plus grande ou plm 
petite. 

n est éTident que sî^ sans changer le dénomiiiateiBr^ oft ang>» 
mente le numérateur, la fraction augmente; car les parties 
restent les inémet, et on en prend un plus grtnd nmnbre. Si 
on rend le numérateur deux^ trois... fois plus grand, on prmd 
un nombre de parties deux, trois.*, fois plus grand, ce qui 
donne une quantité deux^ troit... fois plus grande. Ainsi, en 
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multipliant par 3 le numérateur de la fraction l^y on prend 
un nombre de septièmes trois fois plus grande ce qui donne 
une nouTeUe fraction ^, trois fois plus grande que la pre- 
mière. 

mi. TmoniiiE II. Lorsqu'on rend le dénominateur d'une 
fraction un certain nombre de fois plus grand ou plus petit, la 
fraction devient le même nombre de fois plus petite ou plus 
grande. 

Si) sans changer le numérateur^ on augmente le dénomina- 
teur, il est clair que la fraction diminue ; car^ l'unité étant par- 
tagée en un plus grand nombre de parties égales, les parties 
deviennent plus petites^ et comme on en prend le même nom- 
bre^ on a une quantité plus petite. 

Pour fixer les idées, je suppose que Fon multiplie par 3 le 
dénominateur de la fraction |, ce qui donne la fraction ^. 
Pour former la première fraction |, on a partagé Tunité en 
sept parties égalée ; je subdivise chacune de ces parties en trois 
parties égales; Tunité se trouve divisée de la sorte en 7 fois 3^ 
eu en 91 parties égdes. Avec un seul septième on a formé par ce 
moyen trois vingt et unièmes; le vingt et unième est donc trois 
fois {dus petit que le septième; et, comme on prend le même 
Bombre de parties de part et d'autre, la seconde fraction est 
trois fois plus petite que la première. 

En divisant par 3 le dénominateur de la fraction ^, on oh- 
ti^it une fraction ^, trois fois plus grande que la première. 

fllSf. ThAoeêmë III. Quand on multiplie ou quand on divise 
pat un mêrM nombre les dtuœ term^ â^une frùetion, la valeur 
de la fraction ne change pas. 

Supposons qtie Ton multiplié par un même nombre 3 les 
émi te^^mesde la fraction |. Si l'on multiplie d'abord le nu- 
mérateur par 3, on obtient une fraction ^, trois fois plus 
grande que la première; si l'on multiplie ensuite le dénomina- 
teur de cette seconde fraction par 3, on obtient une troisième 
Iractioft ^, trois fois plus petite que la seconde; donc cette 
dernière fi'action |^ ou ^ est égale à la première ^. En un 
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mot^ on voit que la fraction^ devenant d'abord trois fois plus 
grande, puis trois fois plus petite, reprend sa valeur primitive. 
Ainsi, la valeur d'une fraction ne change pas quand on multi- 
plie ses deux termes par un même nombre. 

Supposons maintenant que Ton divise par un même nombre 
3 les deux termes de la fraction ^. Si Ton divise d'abord par 
3 le numérateur, on obtient une seconde fraction ^, trois 
fois plus petite que la première ; si l'on divise ensuite par 3 
le dénominateur de cette seconde fraction, on obtient une 
troisième fraction |, trois fois plus grande que la seconde; 
donc cette dernière fraction | est égale à la première ^. En 
un mot, on voit que la fraction, devenant d'abord trois fois 
plus petite, puis trois fois plus grande, reprend sa valeur pri- 
mitive. Ainsi, la valeur d'une fraction ne cbange pas quand on 
divise ses deux termes par un même nombre. 

Simpllflcatioii des fractloiis. 

113. Plus une fraction est simple, plus l'esprit conçoit ai- 
sément la grandeur qu'elle représente; ainsi on se figure par- 
faitementles quantités |>|, |; mais si la fraction est compli- 
quée, comme ^ on a plus de peine à concevoir la grandeur 
qu'elle représente. Il importe donc de simplifier les fractions 
autant que possible. Simplifier une fraction, c'est trouver une 
fraction égale à la fraction proposée, et composée de termes 
plus petits. Le théorème IIl nous fournit immédiatement un 
procédé de simplification ; toutes les fois que l'on apercevra 
un diviseur commun aux deux termes d'une fraction, on 
divisera ces deux termes par le diviseur commun, et l'on ob- 
tiendra de la sorte une fraction égale à la proposée et plussimple 
qu'elle. 

Soit la fraction ^. En divisant les deux termes d'abord 
par 10, puis par 2 et par 9, on forme une série de fractions 
égales : 

720 72 36 4 



:> 



1620 162 81 
Ainsi la fraction proposée est égale à la fraction plus simple ^- 
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Puisque cette dernière a ses deux termes premiers entre 
eux, on ne peut plus la simplifier par division; mais il n'est 
pas évident qu'on ne puisse le faire par un autre procédé^ en 
retranchant^ par exemple^ de ses deux termes des nombre9 
convenables. Il importe donc de rechercher à quels caractères 
on reconnaît qu'une fraction est tmduc(tble^ c'est-à-dire ne 
peut être exprimée par des termes plus simples. 

1114. Théorème IV. Toute fraction, égale à une fraction dont 
les deux termes sont premiers entre eux, a ses deux termes équi- 
multiples des deux termes de la fraction proposée. 

Soit la fraction | dont les deux termes sont premiers entre 

eux ; je désigne par - une fraction égale à la proposée. Je 

multiplie par b les deux termes de la première^ par 9 les deux 
termes de la seconde : les deux fractions ne changent pas de 
valeur et se mettent sous la forme 

4x5 ax9 

9x6* 6x9* 

Ces fractions, étant égales et ayant même dénominateur^ doi- 
vent avoir nécessairement même numérateur; on aura donc 

4x6 = 0X9. 

Le nombre 9^ divisant le produit a X 9^ doit diviser le produit 
égal 4x6; mais il est premier avec le facteur 4 ; donc il divise 
Fautre facteur 6. Ainsi le nombre 6 est un certain multiple 
de 9^ multiple que Ton peut représenter par 9xq (q étant un 
nombre entier quelconque). Si^ dans Tégalité précédente^ on 
remplace 6 par le nombre égal 9 x 9^ on a 
4x9xg = ax9. 
Si Ton divise maintenant par 9 de part et d'autre^ on a 
4 X g = a ou a = 4 X g. 

Ainsi les deux nombres a et 6 sont les produits de 4 et de 9 par 
un même nombre q, ce que Ton exprime en disant que les 
nombres a et 6 sont des équi-multiples des deux termes 4 et 9 
de }a fraction proposée. 
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115. tHÈORÊME V. Une fraction dont les deux termes sont 
premiers entre eux est irréductible. 

" En effet, nous tenons de démontrer que les deux termes de 
toute fraction égale à la fraction proposée sont des multiples des 
termes de celle-ci^ et par conséquent sont plus grands que ces 
termes; il n'existe donc pas de fraction égale à la fraction 
donnée et formée de termes plus simples^ en un mot, la frac- 
tion donnée est irréductible. 

im. Corollaire I. Pour réduire une fraction à sa plus 
simple expression, il suffit de diviser ses deux termes par leur 
plus grand commun diviseur. 

En effet, si Ton divise les deux termes de la fraction proposée 
par leur plus grand commun diviseur, on obtient deux quotients 
premiers entre eux; la nouvelle fraction, égale à la fraction 
proposée, est donc irréductible. 

Ainsi, en divisant les deux termes de îa fraction ^ par 
leur plus grand commun diviseur 480, on arrive tout d'un 
coup à la fraction irréductible |, que nous avons trouvée pré- 
cédemment par des divisions successives. 

Dans la pratique, au lieu de chercher le plus grand commun 
diviseur, il est préférable en général dô supprimer successive- 
ment tous les facteurs communs que Ton aperçoit dans les deux 
termes de la fraction; quand il n'y a plus de facteur oommun» 
les deux termes sont premiers entre eux, et la fraction réduit* 
à sa plus simple expression. 

Exemples : 

18 9 3 

— - £31 •*— ;a; — f 

30 15 s 

36_18_î 

54— «—3' 
8i8_40S_M_7 
7»0~"4W)"~30""10' 

On a divisé les deux termes de la première fraction deux fols 
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par %, ceux do la iecotide par 2 et par 3^ ceux de la troisième 
par S et par 9^ ceux de la quatrième deux fois par 5^ puil 
pars. 

fliy. Corollaire II. Deux fractions irréductibles ne peuvent 
être égales à moins d'être composées des mêmes termes iden- 
tiquement. Ainsi^ quelque soit le procédé que Ton emploie pour 
simplifier une fraction, on arrivera toujours au même résultat 
anal. 

118. Corollaire IU* Quand on donne une traction irréduc- 
tible 1^ il est facile de former toutes les fractions qui lui sont 
égales; îl sufftt pour cela de multiplier ses deux termes par 
chacun des nombres consécutifs ^, 3, 4.... Ces fractions égales 
forment donc une série indéfinie 

4 4x2 _4><3 4X4 

9' 9X3' 9X3' 9X4' ' 

toutes ces firactîons représentent la même quantité. 

Étant donnée Tune de ces fractions, par exemple |^, on ob- 
tiendra toutes les fractions égales en augmentant ou en dimi- 
nuant ses deux termes de deux équi-multiples des termes de la 
fraction irréductible égale |. 

llédiiettoii des firaettons an Mênie AénottlnateiiY. 

119. On compare aisément des fractions qui ont même dé- 
nominateur, comme g et ^. Puisqu'on a des parties égales^ 
des douzièmes, de part et d'autre, il suffit de comparer les nu- 
mérateurs; dans l'exemple précédent, on voit immédiatement 
que c'est la seconde fraction qui est la plus grande. On coiiv- 
prend par là combien il est utile de savoir réduire les firactîoQS 
au même dénominateur, c'est-à-dire de savoir trouver des 
fractions respectivement égales à des fractions données et ayant 
même dénominateur. 

Je considère d'abord deux fractions | et |. Si l'on multiplie 
les deux termes de la première par le dénominateur 7 de la 
seconde, on obtient la fraction égale ^. En multipliant de 
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même les deux tennes de la seconde fraction par le dénomi- 
nateur 5 de la première, on obtient la fraction égale ^. Or 
les dénominateurs des deux nouTelles fractions sont égaux^ 
comme produits des deux mêmes facteurs. Ainsi les deux frac- 
tions I et ^, réduites au même dénominateur, deviennent 

21 pf 20 
85 ^^ 85* 



Hèglb. Pour réduire deux fractions au même dénominateur , 
on multiplie les deux termes de chacune d'elles par le dénomi- 
nateur de Vautre. 

190, Je considère maintenant un nombre quelconque de 

fractions 

3 1 ^ iO 

— » — » -f - — • 

5 6 7 ii 

Si Ton multiplie les deux termes de chacune d'elles successi- 
vement par les dénominateurs de toutes les autres, on obtient 
les fractions 

3X6X7X11 5X7X11 4x5x6x11 10x5x6X7 
0X6X7X11* 6X5X7X11' 7x5x6x11* 11x5x6x7' 

respectivement égales aux fractions proposées et ayant même 
dénominateur. Ce dénominateur commun est le produit des 
dénominateurs des fractions proposées. 

Règle. Pour réduire plusieurs fractions au même dénomina- 
tmr, on multiplie les deux termes de chacune d'elles par lepro^ 
duit des dénominateurs de toutes les autres. 

Dans l'exemple proposé, le dénominateur commun est 2310, 
et il ÎBxA multiplier les numérateurs respectivement par 462, 
385, 330, 210, ce qui donne 

1386 385 1320 2100 

2310' 2310' 2310' 2310* 
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Plus petit commun dénominateur. 

flSl. Il est possible ordinairement d'abréger beaucoup les 
calculs. £n effets puisqu'on transforme chacune des fractions 
données en multipliant ses deux termes par un certain nombre^ 
le commun dénominateur est un multiple commun de tous les 
dénominateurs; et, réciproquement^ tout multiple commun 
peut servir de commun dénominateur. La question re- 
vient donc à la détermination d'un multiple commun des dé- 
nominateurs des fractions proposées; on prendra de préfé- 
rence le plus petit multiple. Il en résulte que, pour réduire 
plusieurs fractions au même dénominateur, il suffit de chercher 
le plm petit multiple de tous les dinominateursy et de prendre 
ce plus petit multiple pour dénominateur commun. 

Exemple I. : Soient les fractions 

2 13 6^ 

12' \S' 36* 

Ici le plus grand dénominateur 36 est divisible exactement par 
chacun des autres; c'est le plus petit multiple; on le prendra 
pour dénominateur commun. Ce nombre 36^ divisé par 12 et 
par 18; donne pour quotients 3 et 2; on multipliera le numé- 
rateur de la première fraction par 3^ celui de la seconde par i, 
et Ton obtiendra les fractions 

21 26 ^ 

36' 36' 36' 

n. Soient les fractions 

^ 13 19 ^ 

12' 18' 24' 36* 

Le plus grand dénominateur 36 est divisible par les deux 
premiers dénominateurs; mais il ne Test pas par le troisième 
24; il sufQt de chercher un multiple de 36 divisible par 24. 
On voit de suite que 36 x 2 ou 72 est divisible par 24; ce 
nombre 72 est donc le plus petit multiple; on le prendra pour 



dénominateur commun. Les fractions proposées deviennent 
ainsi 

42 52 B7 10^ 

72' 72' 72' 72* 

m. Mais on n'aperçoit pas toujours immédiatement im 
multiple du plus grand dénominateur divisible par tous h^ 
autres; dans ce cas on procédera à la recherche du plus 
petit multiple par la décomposition en facteurs premiers* 
Je vais indiquer sur un exemple la manière de di8po$er les 
calculs : 

friMStioni ff^^^ 
su ineiiio ooiiobi* 



fractions 
pvopoaées. 

7 

20 

11 

24 

23 

36 

17 

45 



pins petit 
iBultiiile. 



îft=2*.9 



24=2».3 



36=2*.3' 



48=3'.5 



2».3*.8=:360 



2.3»= 18 



3.S= 18 



2.5= le 



i^» = 8 



360 

tes 



230 



960 
136 



360 



Après SYcir décomposé les déDooaiaateun en foeteurs pre* 
miera et éerit leur plus petit multifde, on a cakulé les quo- 
tients du plus petit multiple par chacun des dénomioaleun; 
c'est par ces nombres 18, 15, 10, 8, qu'il faudra multiplier tes 
numérateurs. 

Si Ton avait opéré d'après la première méthode, on aurait 
pris pour dénominateur commun le produit 777600 des déno- 
minateurs, nombre beaucoup plus grand que 360. 

Il est un cas où la seconde méthode roTient à la premjère; 
c'est lorsque les dénominateurs sont premiers entre eux deux 
à deux; alors le plus petit multiple n'est autre chose que le 
produit même des dénominateurs. 



CHAPITRE IL 



Addition* 

%99* Les définitions données pour Tad^ition et la soiistrac* 
tion des nombres entiers s'appliquent aux quantités en géué- 
rai. L'addition a pour but dfi réunir m une $mle plt^imr$ 
quantités de même espèce. La soustr(;iction a poi^r ftw( de re- 
rancher une quantité d'une autre quantité plus grande de même 
espèce. Si, par exemple, on place à la suite les unes des autres 
plusieurs longueurs données, on fait une addition. 

Lorsque les fractions données ont même dénominateur, on 
a des parties égales à additionner ; pour trouver combien de 
parties renferme la somme, il suffît évidemment d'additipnner 
les numérateurs. Soit à ajouter les fractions ^ et ^; si Vov^ 
ajoute 3 douzièmes à 4 douzièmes on a 7 douzièmes, c'est-à-dire 
la fraction ^. 

Soit encore à additionner les fractions 
3 15 7^ 
4' 6' 9' 12' 

On commencera par les réduire au même ^npnui[xatçUr 36, 
puis on ajoutera les numérateurs, ce qui donne 

RiGus. Pour oâdittonner des fractions, on les réduit au même 
dinominattur, puis on addiUonM ks numérateurs. 
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Pour additionner des nombres fractionnaires^ on adJi- 
tionne d'abord les fractions, puis les entiers, en tenant compte 
du nombre entier fourni par la somme des fractions. Soit à 
ajouter les nombres fractionnaires 

--rv . 3 » I ^ 8 . , 7 

10 + J, 7 + g, g, 1+^. 

Les fractions, réduites au même dénominateur 36, ont pour 
somme ^, ou2+^, ou 2 +^. La partie entière 2 ajoutée aux 
entiers donne 20. La somme cherchée est donc 20 + ^. 

Soustractloii* 

193. Lorsque les deux fractions ont même dénominateur, 
on retranche le plus petit numérateur du plus grand. De ^ 
retrancher ^. Si de 7 douzièmes on retranche 4 douzièmes^ il 
reste 3 douzièmes, c'est-à-dire la fraction ^. 

Lorsque les fractions n'ont pas même dénominateur, on les 
réduit préalablement au même dénominateur. Ainsi : 

11_4_33_16_17 
12 9~36 36~36' 

Règle. Pour trouver la différence de deux fractions, on les 
réduit au même dénominateur^ puis on prend la différence des 
numérateurs. 

Pour retrancher un nombre fractionnaire d'un nombre 
fractionnaire, on réduit d'abord les deux fractions au même 
dénominateur, puis on retranche la fraction de la fraction et 
rentier de l'entier. 

Exemples : L De 20 -f- ^ retrancher 6 -|- 5 . 

«^ . 33 

^«+36 

16 

«+36 



**+S- 
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II. De 20 + 1 retrancher 6 + ||. 

Ici la fraction inférieure est plus grande que la fraction supé- 
rieure. On ajoute à cette dernière une unité ou ^, ce qui 
donne ^; de ^ ôtez ^, il reste ^. Pour que la différence ne 
change pas, on ajoute une unité au nombre 6^ de 20 ôtez 7, il 
reste 13. 



111. De 1 retrancher |. 




1 -*=?-*= 

9 9 9 


9—4 5 

" 9 ~9* 


IV. De ^retrancher!. 




14 U_9_ 


U-9 5 



Changement qu*éproave une fraction quand ou ajoute un même nombre 
à ses deux termes. 

flSIS. Je considère d'abord une fraction plus petite que Vu- 
nité, I par exemple. Si Ton syoute à ses deux termes le même 
nombre a, on obtient une nouvelle fraction ^ qui est elle- 
même plus petite que Tunité, puisque le numérateur reste 
toujours plus petit que le dénominateur. Mais la différence 
des termes ne change pas. Si donc on prend Texcès de l'unité 
sur chacime de ces deux fractions, les deux différences | et 
^ ont même numérateur; mais le dénominateur de la se- 
conde est plus grand que le dénominateur de la première; 
la seconde différence est donc plus petite que la première. 
Il en résulte que la fraction |^ est plus rapprochée de l'unité 
que la fraction | et par conséquent cette fraction est plus grande 
que la fraction proposée. Ainsi^ quand on ajoute un même 

8 
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nombre aux deux termes d'une fraction plus petite que Tunité^ 
la fraction augmente. 

Si Ton ajoute aux deux termes de la fraction des nombres de 
plus en plus grands^ on obtient une série de fractions crois- 
santes^ et qui s'approchent de Tunité autant qu'on veut, en res- 
tant constamment moindres que l'unité. 

Les mêmes raisonnements peuvent être appliqués à une 
fraction plus grande que l'unité. Si Ton ajoute un même nom- 
bre aux deux termes, la fraction se rapproche encore de 
l'unité^ mais alors elle diminue. Et, si l'on ajoute aux deux 
termes des nombres de plus en plus grands, on aura une 
série de fractions décroissantes, et se rapprochant de l'unité 
autant qu'on voudra, tout en restant constamment supérieures 
à l'unité. 

C'est ici le lieu d'introduire une idée qui joue un grand 
rôle en mathématiques, l'idée de limite. Lorsqu'une quantité 
variable s'approche indéfiniment d'une quantité fixe, de 
manière que la différence devienne aussi petite que l'on 
veut, la quantité fixe s'appelle la limite de la quantité variable. 
Ce qui précède nous en donne un premier exemple : si aux 
deux termes d'une fraction donnée on ajoute un même nom- 
bre de plus en plus grand, la fraction variable ainsi obtenue 
se rapproche de Tunité, de manière que la différence devienne 
aussi petite que l'on veut ; l'unité est donc la limite de la frac- 
tion variable. 

Si la fraction d'où l'on part est plus petite que l'unité, la 
fraction variable tend vers sa limite en croissant; si elle est plus 
grande que l'unité, en décroissant. 

Multiplication. 

Cas oîi le multiplicateur est entier. 

1194. La définition que nous avons donnée de la multipli- 
cation subsiste dans le cas où le multiphcateur est un nombre 
entier, le multiplicande étant d'ailleurs une quantité quel- 
conque. Multiplier une quantité par un nombre entier y c'est la 
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répéter autant de fois quil y a d'unités dans le nombre entier. 
Multiplier une longueur par i, c'est la répéter quatre fois^ 
c'est ajouter à la suite les imes des autres quatre longueurs 
^ales à la longueur donnée. 

Soit à multiplier par 4 la fraction |. 11 s'agit de répéter A 
fois le multiplicande ; 4 fois 5 septièmes font 20 septUmes, 
c'estrà-<lire la fraction ^. Ainsi^ on mulliplie une fraction par 
tm nomire entier en multipliant le numérateur par ce nombre 
entier. 

De même le produit de ^ par 4 est ^; mais on peut sim- 
plifier cette fraction en divisant ses deux termes par A, ce 
qui donne | pour le produit demandé. On serait arrivé di- 
rectement à ce résultat en remarquant qu'on rend la frac- 
tion ^ quatre fois plus grande en divisant son dénominateur 
par 4. 

Si Ton avait à multiplier un nombre fractionnaire par un 
nombre entier^ on multiplierait d'abord la fraction, puis la 
partie entière, en ajoutant au produit les unités fournies par la 
fraction. Ainsi : 



(3+|)x. = U+?. 



On opère en disant : 4 fois | font ^ ou 2 -|- 1 ; je pose | et re- 
tiens 2 unités) 4 fois 3 font 12 et 2 font 14. 

Cas où le multiplicateur est fractionnaire. 

flSft. La définition de la multiplication^ dont nous nous 
sommes servis jusqu'à présent, n'a plus de sens quand le mul- 
tiplicateur est fractionnaire ; il devient nécessaire de donner à 
cette définition une signification plus étendue. Nous dirons : 

Multiplier, c'est répéter plusieurs fois une partie déterminée 
du multiplicande. 

Ainsi^ multiplier par |, c'est répéter 3 fois la cinquième 
partie du multiplicande. Mullipliur par \, c'est prendre la cin- 
quième partie du multiplicande. 

Cette définition nouvelle ne comporte plus nécessairement 
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ridée d'augmentation. Si le multiplicateur est plus grand 
que Tunité, le produit sera en effet plus grand que le multi- 
plicande; mais> si le multiplicateur est plus petit que Funité, 
le produit sera plus petit que le multiplicande. La multipli- 
cation, ainsi entendue^ n'est plus une opération simple^ elle 
contient une double opération : l^* division du multiplicande 
en parties égales; 99 répétition d'une des parties. C'est la com- 
binaison d'une division et d'une multiplication proprement 
dites. 

Expliquons maintenant pourquoi cette double opération a 
été appelée multiplication. Proposons-nous la question sui- 
vante : Combien coûte une certaine quantité d'étoffe^ connais- 
sant le prix du mètre? Si la quantité d'étoffe est un nombre 
entier de mètres, 3 mètres, par exemple, il faut répéter le prix 
du mètre 3 fois; c'est là une multiplication dans l'acception 
ordinaire du mot. Si l'on demande maintenant combien coû- 
tent I de mètre, il faudra répéter 3 fois la cinquième partie 
du prix d'un mètre. L'opération qu'il faut faire dans ce cas^ 
pour trouTer le prix de la quantité d'étoffe, a été appelée, par 
analogie, multiplication. Supposons que le prix du mètre soit 
10 francs; h cinquième du mètre coûtera 5 fois moins, soit 

5 francs; trois cinquièmes de mètre coûteront 3 fois plus, soit 

6 francs. 

Supposons maintenant que le prix du mètre soit ^ de franc. 
Le cinquième du mètre coûtera 5 fois moins, soit ^ ; trois 

4x3 

'7x5' 



cinquièmes de mètre coûteront 3 fois plus, soit ^ 



190. Reprenons ce raisonnement d'une manière abstraite. 
Soit à multiplier | par |. Il s'agit de répéter trois fois la cin- 
quième partie du multiplicande. Ou obtient la ctn^uteme partie 
du multiplicande en multipliant le dénominateur par 5, ce qui 
rend la fraction cinq fois plus petite, et donne ^; on répète 
ensuite (rots fois cette partie en multipliant le numérateur 
par 3. Le produit cherché est donc ^ ou ^. Ainsi : 

4 3_4X3_12 
7^5~7x5~35* 
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Règle. Pour multiplier deux fractions j on multiplie numéra- 
teur par numérateur , dénominateur par dénominateur. 

Remarques. 

497. Tous les cas qui peuvent se présenter se ramènent au 
précédent. 

Si Ton a à multiplier un nombre entier par une fraction^ en 
mettant le nombre entier sous la forme d'une fraction qui a 
pour dénominateur l'unité^ on aura 

3_4 3_12_ 2 

On serait d'ailleurs arrivé au même résultat en prenant di- 
rectement les trois cinquièmes du multiplicande. 

Si Ton veut multiplier un nombre fractionnaire par une 
fraction ou par un nombre fractionnaire^ on mettra préala- 
blement les nombres fractionnaires sous la forme de fractions. 
Ainsi : 

/o . ^\v.3 '60 3 180 36 ^ , 1 

/o . ^\ /. . 3\ 60 8 480 96 ,^ , 5 

flSIS. Les propriétés des produits de plusieurs facteurs^ 
que nous avons démontrées, lorsque les facteurs sont entiers 
(liv. Il; ch. I], subsistent quand les facteurs sont fractionnaires. 
J'examine d'abord la propriété fondamentale^ savoir : le 
produit ne change pas quand on intervertit Tordre des facteurs. 
Le produit 

3 5 8 J^_ 3X5X8X7 
j X ^ X ^ X |o~" 4X7X9X10 

est une fraction qui a pour numérateur le produit des numéra- 
teurs et pour dénominateur le produit des dénominateurs. Or, 
si Ton intervertit Tordre des facteurs fractionnaires^ on inter- 
vertit simplement Tordre des &cteurs entiers qui composent 
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les deux termes de la fraction-produit^ ce qui ne change pas la 
Taleur de ces deux termes. 

La propriété fondamentale étant ainsi généralisée; toutes 
ses conséquences le sont par là même. Ainsi, dans un produit 
de facteurs quelconques^ on peut grouper deux facteurs en un 
seul, et réciproquement décomposer un facteur en plusieurs 
autres. 

Lorsqu'on aura à calculer un produit de fractions, on aura 
soin de supprimer les facteurs communs avant de commencer 
les multiplications. Ainsi, dans le produit précédent^ on 
aperçoit au numérateur et au dénominateur les facteurs 
communs 7, 4-, 3, 10, que Ton supprime; de cette manière 
on obtient immédiatement le résultat sous la forme la plus 
simple |. 

DlTislon. 

1»9. Voici la définition générale de la division : Étant 
donnés deux nombres, nommés, Vun dividende^l'autre diviseur, 
trouver un nombre qui, multiplié par le diviseur reproduise 
le dividende. 

Lorsque nous nous sommes occupés de la division des nom- 
bres entiers, nous avons considéré la division comme ayant 
pour but de chercher combien de fois le diviseur est contenu 
dans le dividende. Lorsque le dividende contient exactement le 
diviseur, le quotient est entier. 

Mais, quand le diviseur n'est pas contenu exactement dans 
le dividende, le quotient est fractionnaire. Soit d'abord à di- 
viser 5 par 7; le quotient sera exprimé par la fraction |; car 
le produit du diviseur 7 par la fraction | est égal à cinq fois la 
septième partie du diviseur 7, ou à cinq fois Tunité , ce qui 
donne le dividende 5. Ainsi, une fraction exprime le quotient 
de son numérateur par son dénominateur; c'est pourquoi le 
signe de la fraction, le trait horizontal, a été adopté pour indi- 
quer la division: on place au-dessus le dividende, au-dessous 
le diviseur. 

Soit encore à diviser 31 par 7; le diviseur est contenu quatre 
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fois dans le dividende, et il y a un reste 3. Comme le reste 3, 
diTisé par T, donne la fraction ^, le quotient cherché sera ex- 
primé par le nombre fractionnaire 4 + 1 ; car si l'on multiplie le 
diviseur par ce nombre fractionnaire^ on a 4 fois 1, plus troisfois 
la septième partie de 7, c'est-à-dire plus le reste 3, et Ton re- 
produit le dividende. Dans la division des nombres entiers^ 
nous nous bornions à chercher la partie entière du quotient; 
pour compléter le quotient, il sufflt d'ajouter une fraction 
ayant pour numérateur le reste de la division et pour dénomi<- 
nateur le diviseur. 



Cas où le diviseur est entier. 

flSO. Soit à diviser la fraction | par 3. Puisque le quotient, 
multiplié parle diviseur 3, ou répété 3 fois, doit reproduire le 
dividende, ce quotient est trois fois plus petit que le dividende. 
Or, on sait que Ton rend une fraction trois fois plus petite en 
multipliant son dénominateur par 3; le quotient cherché est 
donc ^ ou ^. Ainsi , on divise une fraction par un nombre 
entier en multipliant le dénominateur de la fraction par ce 
nombre entier. 

Quand le numérateur de la fraction est divisible parle nom- 
bre entier, on effectue la division d'une manière plus prompte, 
en divisant le numérateur par le nombre entier. Par exemple, 
le quotient de la fraction | par 3 est la fraction |. Car on sait 
que l'on rend une fraction trois fois plus petite en divisant son 
numérateur par 3. 

Soit à diviser le nombre fractionnaire 17 + 1 par 5. On dira: 
le cinquième de 17 est 3 pour 15 et il reste deux unités, qui , 
converties en septièmes et ajoutées aux quatre septièmes, 
donnent y; le cinquième de cette fraction est ||. Le quotient 
^cherché est donc 3 + 1| . 

Cas où le diviseur est fractionnaire. 

1131. Proposons nous d'abord la question suivante: | de 
mètre d'étoffe ont coûté 15 francs; trouver le prix du mètre? 
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Puisque 5 huitièmes de mètre ont coûté 15 francs^ un seul 
huitième coûtera cinq fois moins > c'est-à-dire 3 francs; un 
mètre coûtera huit fois plus qu'un huitième ^ c'est-à-dire 3x8 
ou 24 francs. 

Proposons-nous encore cette question : | de mètre d'étofiTe 
ont coûté ^ de franc ^ trouver le prix du mètre? Puisque 
5 huitièmes de mètre ont coûté ^ de franc^ un seul huitième 
coûtera 5 fois moins^ c'est-à-dire ^^; un mètre coûtera 8 fois 
plus qu'un huitième, c'est-à-dire ^|. Or cette opération est 
une division dans laquelle ^ est le dividende^ |le diviseur^ le 
prix du mètre le quotient; car le prix du mètre^ multiplié par 
la quantité d'étoflè achetée |^ doit reproduire la somme dépen- 
sée^ de franc. 



13!t. Reprenonsmaintenantle raisonnement d'une manière 
abstraite. Diviser ^ par |, c'est chercher un quotient qui, 
multiplié par le diviseur |, reproduise le dividende ^. Mais 
multiplier une quantité par |, c'est en prendre 5 fois la hui- 
tième partie; donc les 5 huitièmes du quotient égalent le divi- 
dende ^; un seul huitième vaut 5 fois moins, c'est-à-dire -^^i 
le quotient entier vaut 8 fois plus que son huitième, c'est-à- 
dire ^ ou H. Tel est le quotient demandé; on l'obtient, 
comme on voit, eh multipliant le dividende ^ par le diviseur 
i:enversé |. D'où l'on déduit la règle suivante : 

Règle. On divise une quantité par une fraction en la multi- 
pliant par le diviseur renversé. 

Remarques. 

1133. La règle précédente comprend tous les cas de la divi- 
sion. Lorsque le diviseur est un nombre entier, 5 par exemple, 
le quotient égale la cinquième partie du dividende, ou le pro- 
duit du dividende par la fraction |; or cette fraction | peut être 
considérée comme le nombre entier j renversé. 

De même, diviser par |, c'est la même chose que multiplier 
para. 



CALCUL DES PBACTIONS ORDINAIRES. I2i 

Si le diviseur et le dividende sont des nombres fractionnai- 
res, on les mettra préalablement sous forme de fractions. 

"IT"— 9 ^ 7~ 3—^ + 3' 

12 

12 .;, 5 60 45 ^ . 1 

12 X ^= — =— =7 + -, 



Mj_25 8__20 
5 + |~ 6 ^45 ""27 



134. De même que, par Fextension donnée à la définition, 
la multiplication ne comporte plus nécessairement Tidée 
d'augmentation , de même la division ne comporte plus Tidée 
de diminution. Puisque diviser revient à multiplier par le 
diviseur renversé, on voit que, si le diviseur est plus grand 
que Tunité, le quotient sera plus petit que le dividende, mais 
que, si le diviseur est plus petit que Funité, le quotient sera 
plus grand que le dividende. 

135. On se fera une idée très-nette de la division en re- 
marquant que, dans tous les cas, le quotient exprime combien 
de fois le dividende contient le diviseur et combien départies du 
diviseur. Si le quotient est un nombre entier 5, le dividende, 
étant égal au produit du diviseur par le quotient 5, ou au di- 
viseur répété 5 fois, contient évidemment 5 fois le diviseur. Si 
le quotient est une fraction |^ le dividende, étant égal au divi- 
seur multiplié par |, contient trois fois la cinquième partie du 
diviseur. De même, un quotient fractionnaire 4 + 1 indique 
que le dividende contient quatre fois le diviseur, plus trois fois 
la cinquième partie du diviseur. En un mot , le quotient ex- 
prime la mesure de la quantité dividende, quand on prend la 
quantité diviseur pour ûnilé^ on, ce qui est la même chose, le 
rapport de la quantité dividende à la quantité diviseur. 

D'après cela, il est clair que, si Ton rend le dividende un cer- 
tain nombre de fois plus grand , le quotient devient le même 
nombre de fois plus grand, et que, si Ton rend le diviseur un 
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certain nombre de fois plus grand, le quotient devient le même 
nombre de fois plus petit. Il en résulte que le quotient ne 
change pas quand on multiplie le dividende et le diviseur par 
un même nombre. 

130. Lorsque le diviseur est un nombre entier, on peut 
considérer la division comme ayant pour but de partager le 
dividende en autant de parties égales qu'il y a d'unités au divi- 
seur. Supposons, par exemple , que le diviseur soit le nombre 
entier 5; le quotient, multiplié par le diviseur 5, ou répété 
6 fois, reproduit le dividende; donc le dividende se compose de 
5 quantités égales au quotient, et par conséquent, si Ton par- 
tage le dividende en 5 parties égales , chacune des parties sera 
égale au quotient. 

Commune mesure de deux ipraudeimi. 

13 y. Lorsqu'une grandeur est contenue exactement dans 
deux grandeurs de même espèce, on dit qu'elle est une com- 
mune mesure des deux grandeurs. 

On détermine la plus grande commune mesure de deux 
grandeurs de la même manière que le plus grand commun 
diviseur de deux nombres entiers. J'appelle A et B les deux 
grandeurs; je cherche combien de fois la plus grande A con- 
tient la plus petite B; elle la contient, par exemple, 2 fois, plus 
un reste R; on démontrera que les communes mesures de A 
et de B sont les mêmes que celles de B et de R. Je cherche 
combien de fois B contient R; elle la contient, par exemple, 
3 fois, plus un reste R'. Je cherche combien de fois R contient 
R'; elle la contient, par exemple, une fois, plus un reste R". Je 
continue de cette manière jusqu'à ce que j'arrive à un reste cpii 
soit contenu un nombre exact de fois dans le reste précédent; 
le dernier reste obtenu est la plus grande commune mesure 
cherchée. Si, par exemple, R' contient 4 fois exactement R'', ce 
dernier reste R" est la plus grande commune mesure des gran- 
deurs A et B. 

Les divisions successives donnent : 
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A=2B+R, 
B=3R+R' 
R=R'+R^' 
R'=4R''. 

En remontant de proche en proche^ on trouve 

R=5R" 

B=19R" 

A=:43R^'. 

La plus grande commune mesure R'' est contenue exacte- 
ment 19 fois dans B^ 43 fois dans A. Le rapport de la grandeur 
A à la grandeur B est exprimé par la fraction ||; et en effet, 
la grandeur A contient 43 fois R'', c'est-à-dire 43 fois la dix- 
neuTième partie de B. Le rapport de B à A est exprimé par la 
fraction inverse ||. 

Grandeurs incommensurables. 

ft 38. Il arrive quelquefois que, quelque loin que Ton pousse 
Topération, on n'arrive jamais à une division rigoureusement 
exacte (on démontre en géométrie qu'il en est ainsi pour la dia- 
gonale et le côté du carré); dans ce cas, les deux grandeurs 
n'admettent pas de commune mesure> et sont dites incom- 
mensurables entre elles. 

11 est impossible de trouver exactement le rapport de deux 
grandeurs incommensurables A et B; mais on peut l'obtenir 
avec une approximation aussi grande qu'on veut. Je partage, 
par exemple, la grandeur B en mille parties égales, et je cher- 
che combien de fois la grandeur A contient Tune de ces parties. 
Je suppose qu'elle la contienne 7213 fois, plus un reste plus petit 
que cette partie. Il est clair que le rapport de A à B est plus 
grand que ^, mais plus petit que ^; on peut donc repré- 
senter approximativement le rapport cherché par l'une ou 
l'autre de ces deux fractions; l'erreur commise est plus petite 
qu'un millième. 

Mesurer une grandeur, c'est chercher le rapport de cette 
grandeur à l'unité. SU existe une commune mesure entre la 



124 LIVRE 111.-— CHAPITRE II. 

grandeur et Tunité^ la grandeur est dite eommensurdble; 
on peut la représenter exactement par un nombre, entier ou 
fractionnaire. S'il n'existe pas de commune mesure entre la 
grandeur et Tunité, on dit que la grandeur est incommensu-- 
rable; il est impossible de Texprimer exactement; on se borne 
alors à une évaluation approximative^ ce qui suffit dans la 
pratique. 

On a coutume d'appeler nombre incommensurable le nombre 
fractionnaire qui mesure une grandeur incommensurable avec 
une approximation aussi grande qu'on veut 

Exercices. 

i** Combien coûtent 15 mètres et ^ de mètre d'étoffe à rai- 
son de 18 francs le mètre? 

On obtient d'abord le prix de iti mètres d'étoffe en répétant 15 fait le 
prix du mètre; on obtient ensuite le prix de 47 de mètre en répétant 7 fois 
la douzième partie du prix du mètre ': c'est là ce qu'on appelle multiplier 
par xï' En résumé ^ on multipliera le prix du mètre par la quantité d^étogè 
15+ A. 

On aurait pu convertir préalablement en une fraction simple la quantUé 
â" étoffe f ce qui donne ^ de mètre. Il faudrait répéter 187 fois la douzième 
partie du prix du mètre, c'est^ihdire multiplier par la fraction tx^. 

Dans r exemple actuel, les calculs se simplifient; car 

18x(l5 + l) = (l5 + ^)xl8=280+i. 

On a multiplié d* abord la fir action yïP^^ 18 • ^ produit -^^, par la 
suppression du facteur 6, qui se trouve au numérateur et au dénominateur, 
se réduit dnr=V=10+f. On a multiplié ensmte le nombre entier 15 
par 18 el ajouté les 10 mutés retenues. Ainsi Us i^ mètres et ^ coûtent 
280 francs plus {, 

^ On a acheté 15 mètres plus ^ d'étoffe pour S80 francs 
plus |. Quel est le prix du mètre? 

Le prix du mètre, multiplié par la quantité d'étoffe, doit reproduire la somme 
payée ; on obtiendra donc le prix du mètre en divisant la somme payée par la 
quantité d'étoffe achetée. 

Kl):(..+l)=(«.+l):f=fxi=^=.. 
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On pourrait faire directement sur cet exemple le raisonnement qui a eon^ 
4mt à la règle du no 126. On sait ce qu'ont coûté 187 douzièmes de mètre; 
U est clair que 187 mèlres auraient coûté doute fois plus, et qu'un seul mètre 
coûterait 187 foi$ mains \ il faut donc, pour avoir le prix du mètre, multiplier 
ta êomme payée par i^ et diviser par 187 ; en un mot, il faut muUiplier par 
Ut fraction ^rf* 

3"* Quelle quantité d'étoffe à 18 francs le mètre peut-on ache- 
ter avec 280 francs plus |? 

Le prix du mètre multiplié par la quantité d'étoffe devant reproduire la 
somme totale, on obtiendra cette quantité d'étoffe en divisant la somme totale 
par le prix du mètre, 

(i\ 21 7 

280+-): 18=15+ -=15 + -. 
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DBli FRACTIOMS DÉdlIAIiBS. 



Défini lion. 



fl39. Lorsqu'on partage Tunité en parties égales de dix en 
dix fois plus petites, et qu'on prend un certain nombre de ces 
parties, on a ce qu'on appelle une fraction décimale. 

Un nombre entier, augmenté d'une fraction décimale, porte 
le nom de nombre décimxiL 

On partage d'abord l'unité en dix parties égales, appelées 
diadèmes; on partage ensuite le dixième en dix parties égales, 
appelées centièmes, parce que l'unité en contient cent; puis le 
centième en dix millièmeSy le millième en dix diannillièmeSy le 
dix-millième en dix cent-millièmesy le cent-millième en dix 
millionièmes, etc. 

Cela posé, pour mesurer une grandeur plus petite que 
l'unité, on cherche combien elle contient de dixièmes; elle 
en contient 7, par exemple, et il y a un reste. On cherche com- 
bien ce reste contient de centièmes; il en contient 3, et il y a 
un nouveau reste. On cherche combien ce nouveau reste con- 
tient de millièmes; il en contient 8. On continue de la sorte 
jusqu'à ce qu'on n'ait plus de reste, ou jusqu'à ce qu'on arrive 
à un reste assez petit pour qu'on puisse, sans inconvénient, le 
négUger. 

On obtient de la sorte une fraction décimale : sept dixièmes, 
TROIS centièmes, huit millièmes. 

Lorsque la grandeur à mesurer est plus grande que l'unité, 
on cherche d'abord combien d'unités elle contient; puis on 
mesure le reste au moyen d'une fraction décimale , ainsi que 
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je Tai expliqué. De cette manière, la grandeur est représentée 
par un nombre entier, augmenté d'une fraction décimale , 
c^est-à-dire par un nombre décimal. 

IVimiératloii des nombres déelmaux* 

S40. Dans la numération des nombres entiers, on a formé 
des unités de dix en dix fois plus grandes, et maintenant on 
forme des unités de dix en dix fois plus petites. Le tableau 
complet des ordres d'unités : 



Centaine , 
Dizaine f 

Unité fondamentale, 
Dixième y 
Centième , 
Millième , 



se compose, en partant de T uni té fondamentale, de deux sé- 
ries indéfinies, Tune ascendante^ Tautre descendante. On peut 
d'ailleurs considérer ces deux 'séries comme n'en formant 
qu'une^ indéfinie dans Tune et dans l'autre sens. Chaque unité 
est dix fois plus grande que celle qui est placée au-dessous 
d'elle^ et dix fois plus petite que celle qui est placée au-dessus. 

1141. La propriété fondamentale des nombres décimaux , 
c'est qu'on peut les écrire sous la même forme que les nombres 
entiers. Je rappelle en effet la convention sur laquelle repose 
la numération écrite : un chiffre placé à la gauche d'un autre 
représente des unités dix fois plus grandes. Réciproquement^ 
im chiffre placé à la droite d'un autre représente des unités 
dix fois plus petites. D'après cela, un chiffre placé à la droite 
du chiffre des unités représentera des dixièmes; un chiffre 
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placé à la droite du chiffre des dixièmes représentera des 
unités dix fois plus petites que les dixièmes^ c'est-à-dire des 
centièmes; un chiffre placé à la droite du chiffre des cen- 
tièmes représentera des unités dix fois plus petites que les 
centièmes^ c'est-à-dire des millièmes ^ etc... Le nombre déci- 
mal 425 unités, 7 dixièmes, 3 centièmes, 8 millièmes, s*écrira 
donc 

425,738. 

On met une virgule après le chiffre 5 pour indiquer que ce 
chiffre désigne les unités principales. Si Ton ne mettait pas de 
virgule, le chiffre 5, quand on écrit 7 à sa droite, exprimerait 
des dizaines. 

Ainsi récriture des nombres décimaux repose sur cette con- 
vention générale, que le rang de chaque chiffre, à partir de 
la virgule, soit vers la gauche, soit vers la droite, indique 
Tordre des unités, ordre ascendant ou descendant. 

La fraction décimale 7 dixièmes, S^centièmes, 8 millièmes, 
s'écrit : 

0,738 

Le chiffre tient ici la place des unités principales. 

Il est inutile de distinguer les fractions décimales des nom- 
bres décimaux; on considère une fraction décimale comme un 
nombre décimal qui a pour partie entière. 

Énoncer un nombre décimal écrit. 

149* Soit le nombre 0,738. Il serait trop jong de dire 
7 dixièmes, 3 centièmes, 8 millièmes. Je remarque que le cen- 
tième vaut dix millièmes, que le dixième yàul cent millièmes; 
en rapportant tout au millième, on dira donc 738 millième. 

De même, le nombre 425,738 s'énoncera 425 unités, 738 
millièmes. 

RÈGLE. Pour énoncer un nombre décimal, on énonce â^abori 
le nombre entier placé à gauche de la virgule, puis le nombr$ 
placé à droite, en le faisant suivre du nom des dernières unités. 
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Ainsi les nombres 

0,0ft-0,0047— 2,10005— 70,004 
s'énoncent 
Six centièmes. 

Quarante-sept dix millièmes. 
Deux unités, dix mille cinq cent millièmes. 
Soixante-dix unitéSy quatre millièmes. 

1143. Un nombre décimal ne change pas quand on place des 
zéros, soit à gauche de la partie entière j soit à droite de la par- 
tie décimale; car les zéros ainsi placés n'ont aucune influence 
sur les autres chiffres. Ainsi, au lieu de 12,457, on peut 
écrire 012,45700. 

1144* D'après leur définition, les fractions décimales ne 
sont qu'une espèce particulière de fractions ordinaires. En 
effet, la fraction décimale 0,437 , s'énonçant 437 millièmes, 
peut s'écrire ^. Le nombre décimal 25,437 s'écrira d'abord 
sous forme de nombre fractionnaire ^^ + ^ ; d'autre part , 
comme on peut l'énoncer 25437 millièmes^ on l'écrira aussi 
sous forme de fraction ordinaire ^^. Ainsi , une fraction 
décimale est égale à une fraction ordinaire qui a pour numé- 
rateur le nombre obtenu en supprimant la virgule, et pour 
dénominateur Vunité suivie d'autant de zéros quil y a de 
chiffres décimaux. 

Déplacement de la Ttrgale. 

fl4ft. Si, dans le nombre 12,457, on déplace la virgule d'un 
rang vers la droite, on obtient un nombre 124,57 dix fois plus 
grand que le précédent. Car le chiffre 7, qui auparavant ex- 
primait des millièmes, exprime maintenant des centièmes, 
unités dix fois plus grandes ; le chiffre 5, qui exprimait des 
centièmes, exprime maintenant des dixièmes, unités dix fois 
plus grandes, et ainsi de suite; en un mot, l'ordre de chaque 
chiffre s'est élevé d'un rang dans le tableau des unités , sa 

9 
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TaleuT; et par conséquent celle du nombre lui-môme^ est de- 
venue dix fois grande. 

Si dans le nombre 12^457 on déplace la virgule de deux 
rangs vers la droite^ on obtient un nombre 1245^7 cent fois 
plus grand que le précédent. Car^ Tordre de chaque chiffre 
s'étant élevé de deux rangs^ sa valeur, et par suite celle du 
nombre lui-même, est devenue cent fois plus grande. 

Réciproquement, si dans le nombre 12,457 on déplace la 
virgule d'un rang vers la gauche, on obtient un nombre 
1,245T dix fois plus petit que le précédent, etc. 

En résumé, 51 dans un nombre décimal on déplace la virgule 
deMn, deux^ trois... rangs vers la droite ou vers la gauche^ 
le nombre devient dix, cent, mille... fois plus grand ou plus 
petit. 

Les zéros que Ton peut ajouter à la droite et à la gauche 
d'ua nombre décimal permettent de déplacer la virgule d'au- 
tant de rangs qu'on voudra d'un côté ou de Tautre. Ainsi dans 
le nombre 12,457, si Ton déplace la virgule de quatre rangs, 
on obtient deux nombres, l'un 124570 dix mille fois plus grand, 
l'autre 0,0012457 dix mille fois plus petit. 

ftJMk Buiaque les nombres décimaux sont composés j 
comme les nombres entiers, d'unités de dix en dix fois plus 
grandes, et s^écrivent sous la même formelles opérations, que 
l'on a appris à effectuer sur les nombres entiers, s'exécutent de 
la même manière sur les nombres décimaux. 

yaddttioa. des nombres décimaux s'effectue comme celle 
dosiiioinbresf entiers. On écrit les nombres décimaux les uns 
aibrdesa&us. des autres, de manière que les unités de même 
ordca soient dans une même colonne verticale, et, par consé- 
queiït/ que les virgules se correspondent; puis on additionne 
le0 chiffres contenus dans les colonnes successives, en com- 
mençant par la droite. Ainsi , soit à additionner les nom- 
bires, 27,658 — 8,49—0,067 ; on les dispose comme il suit : 
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2 7,6 5 8 

8;4 9 

0,0 6 7 



3 6,2 1 5 
Additionnant d'abord les milliènaes^ on dira : 8 et 7 font 15 
millièmes, je pose 5 millièmes au-dessous de la colonne des 
millièmes et je reporte 1 centième à la colonne suivante. La 
colonne suivante donne 21 centièmes; je pose 1 centième et je 
reporte 2 dixièmes ; et ainsi de suite. 

Soustraction. 

14T. La soustraction des nombres décimaux s'effectue 
comme celle des nombres entiers. On écrit le plus petit 
nombre au-dessous du plus grand, de manière que les virgules 
se correspondent ; puis on retranche chaque chiffre inférieur 
du chiffre supérieur correspondant. 
De 25,895 retrancher 12,463. On écrira 
2 5,8 9 5 
1 2,4 6 3 

1 3,4 3 2 

De 5 millièmes j'ôle 3 millièmes, il reste 2 millièmes que 
j'écris au-dessous de la colonne des millièmes; de 9 centièmes 
j'ôte 6 centièmes, il reste 3 centièmes que j'écris, etc. 

Lorsqu'un chiffre inférieur est plus grand que le chiffire 
supérieur correspondant» on lève la difficulté comme pour les 
nombres entiers. 

De 20,805 retrancher 9,728. 

2 0,8 5 
9,7 2 8 

1 1,0 7 7 

De 5 miUièmes on nepeutôter8 millièmes; j'ajoute au nom- 
bre supérieur 10 millièmes, ce qui fait 15 millièmes, dont on 
peut retrancher 8. Afin que la différence ne change pas, 
j'agoute la mênie quantité ou 1 centième au nombre inférieur» 
de sorte que par la pensée je remplace 2 par 3, etc. 
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m 


De 10,5 retrancher 9,783. 




10,5 




9,7 8 3 





0,7 1 7 
Oq imaginera, mais sans les écrire, deux zéros à la droite du 5. 

MultlpUeatlon. 

Nous examinerons successivement le cas où le multiplica- 
teur est un nombre entier, et celui où il est un nombre dé- 
cimal. 

Cas oii le maltiplicatenr est entier. 

148. Soit à multiplier 6,45 par 27. Il s'agit de répéter 27 
fois le multiplicande, qui est égal à 645 centièmes. Si Ton mul- 
tiplie le nombre entier 645 par 27, on trouve 17415^ puisque 
27 fois 645 unités font 17415 unités^ il est clair que 27 fois 645 
eentièmes feront 17415 centièmes^ c'est-à-dire le nombre déci- 
mal 174,15. Ainsi le produit d'un nombre décimal par un 
nombre entier renferme autant de chiffres décimaux que le 
muliplicande. 

Cas où le multiplieatear est décimal. 

149. Je suppose maintenant que Ton ait à multiplier un 
nombre décimal 4,576 par un nombre décimal 2,38. Puisque 
le multiplicateur est égal à 238 centièmes, la question revient 
à répéter 238 fois la centième partie du multiplicande; or on 
obtient la centième partie du multiplicande en reculant la 
virgule de deux rangs vers la gauche, ce qui donne 0,04576 ou 
4576 cent-milUimes; pour répéter cette quantité 238 fois, 
il suffit de multiplier le nombre entier 4576 par 238, ce qui 
donne 1089088 cent-millièmes, c'est-à-dire le nombre décimal 
10,89088. 

Le produit renferme autant de chiffres décimaux que le 
nouveau multiplicande 0,04576 : or on forme ce dernier en 
reculant la virgule, dans le multiplicande proposé, d'autant 
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de rangs yers la gauche qu'il y a de chiffres décimaux daos le 
multiplicateur; donc le nouveau multiplicande ^ et par consé- 
quent le produit^ renferment autant de chiffres décimaux qu'il 
y en a dans le multiplicande et dans le multiplicateur proposés. 
On en conclut : 

Règle. Pour multiplier deux nombres décim^iux Vun par 
fautre^ on effectue la multiplication commue s'il n'y avait pas 
de virgule, puis on sépare par une virgule sur la droite du 
produit autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans le multi- 
plicande et dans le multiplicateur proposés, 
On dispose l'opération de la manière suivante : 
4,5 7 6 

2,3 8 

36608 
13728 
9152 



1 0,8 9 8 8 

HftO. On serait arrivé immédiatement à cette règle géné- 
rale, en mettant les nombres décimaux sous forme de fractions 
ordinaires^ et en leur appliquant la règle démontrée pour la 
multiplication des fractions ordinaires. Ainsi 

. ^^o « oo ^^^^ 238 4576X238 
4,576X2,38=— X-=-j^555^. 

On voit qu'il faut faire le produit des deux nombres entiers 
que Ton obtient en effaçant les virgules , puis diviser le ré- 
sultat par 100000. Or, on effectue cette division en séparant par 
une virgule sur la droite du résultat autant de chiffres déci- 
maux qu'il y a de zéros, c*est-à-dire autant qu'il y a de chiffres 
décimaux dans le multiplicande et dans le multiplicateur. 

DlTision. 

Nous examinerons successivement le cas où le diviseur est 
entier et celui où il est fractionnaire. 
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Cas où le divisear est entier. 

ISl. Soit à diviser 481,78 par 26. Le dividende se compose 
de 48178 centièmes. Si Ton divise le nombre entier 48178 par 
26^ on obtient pour quotient 1853. Puisque 26 fois 1853 unités 
font 48178 unités, 26 fois 1853 centièmes font 48178 cen- 
tièmes, c'est-à-dire le dividende proposé; donc le quotient 
cherché est 1853 centièmes, ou 18,53. 

RÈGLE. Pour diviser un nombre décimal par un nombre en- 
tier, on effectue la division comme si le dividende était un nom- 
bre entier, en ayant soin^ quand on a abaissé le chiffre des 
unités du dividende, de mettre une virgule à la droite du chiffre 
correspondant du quotient. 
On dispose l'opération de la manière suivante : 
4 81,7 8, 26 
2 2 1 1 8,5 3 

1 37 
78 


En mettant la virgule comme nous Tavons dit, le quotient a 
autant de chijGTres décimaux que le dividende, ce qui doit être, 
puisqu'ils expriment Tun et Fauire des unités de même ordre. 

1S9. Soit encore àdiviser 2,645 par 47. La division du nom- 
bre entier 2645 par 47 donne pour quotient 56 -f ^. Si l'on 
répète 47 fois 56 unités plus la fraction ^ d'unité, on obtient 
2645 unités; donc, en répétant 47 fois 56 millièmes plus la 
fraction || de millième, on obtiendra 2645 millièmes, c'est-à- 
dire le dividende proposé. Ainsi le quotient demandé égale 56 
millièmes, plus une fraction || de millième; en négligeant cette 
fraction de millième, on commet une erreur plus petite qu'un 
millième. Donc le quotient est 0,056 à moins d'un millième 
près. 

Le quotient est compris entre 0,056 et 0,057; il est facilede voir. 
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à riDspection du reste^ duquel de ces deux*noi»bves*iI est^Ie 
plus rapproché. Le reste 13 étant plus petit queia- moitié du 
diviseur^ la fraction complémentaire ^ de millième est plus 
petite qu'un demi-millième ; donc le quotient est plus rappro- 
ché de 0,056 que de 0,057. On prendra 0,056 par défaut à 
moins d'un demi-millième près. 
Mais dans l'exemple suivant : 



2,6 6 5 

315 

33 



47 



0,0 5 6 



le reste étant plu; grand que la moitié du diviseitii^, la Iriction 
complémentaire || de millième est plus grande .qu!ua^4ôaii- 
millième, et le quotient est plus rapproché de 0^057 .que^^de 
0,056. On prendra 0,057 par excès à moins d'iin>4leimnmilliàine 
près. 

Ainsi : lorsque le reste est plm petit que la mditié'dwdivismrj 
on conserve le dernier chiffre tel quon l'a obtenu; •lorsque le 
reste est plus grand que la moitié du diviseur, on augmente' ce 
dernier chiffre d'une unité. De celte manière. Terreur sera 
toujours moindre qu'une demi-unité de l'ordre .auquel on 
s'arrête. 

flftS. Si l'on Teut une approximation plus grande; si l'on 
demande, par exemple, le quotient à moins d'un millionième 
près, on met le dividende sous la (orme 2,645000 par l'addition 
d'un nombre convenable de zéros. La divisioniid4Nine ipour 
quotient 0,056276, plus la fraction || de millionième; eiL né- 
gligeant cette fraction^on commet une erreur méindr^xiuiun 
millionème. 

Mais, dans la pratique, il est inutile d'écrire <los wras à la 
droite du dividende : quand on aura abaissé ' tous ttes'Cbtthres 
du dividende proposé^ on formera le dividende partielvumnt, 
en mettant à la droite du reste un zéro, et oa eonlîniHsraide 
cette manière jusqu'à ce qu'on ait obtenu le qiwStlenfc aviBC*«ne 
approximation suffisante. L'erreur, étant toujours nmHiriire 
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qu'une unité de Tordre auquel on s'arrête, deviendra aussi 
petite qu'on voudra. On dispose ainsi l'opération : 

2,6 A 5 |_£7 

2951 0,0 56276 
130 
560 
310 
28 

Cas où le dÎYiyeur est décimal. 

flS A. D'après les explications que nous avons données au 
n» 135^ nous avons déjà fait comprendre que le quotient ne 
change pas^ quand on multiplie le dividende et le diviseur par 
un même nombre. Hais il est bon de démontrer cette propo- 
sition d'une manière plus précise. Désignons par la lettre a la 
quantité dividende, par b la quantité diviseur^ et par 9 le quo- 
tient; puisque le dividende est égal au produit du diviseur 
par le quotient, on a 

a=bxq. 

Si l'on multiplie ces deux quantités égales par un même 
nombre c, on a deux produits égaux 

axc=:bxqxc, 
ou, en changeant Tordre des facteurs, 
axc=&xcxg. 

Le nombre a X c est égal à un produit de deux facteurs, Tun 
bxc, l'autre 9; il en résulte que le quotient de a x c par bxc 
est 9, c'est-à-dire est le même que le quotient de a par b. 

IftS. Soit à diviser 4,576 par 2,38. Si Ton multiplie parle 
même nombre 100 le dividende et le diviseur, le quotient ne 
change pas, et la question revient à diviser le nombre dé- 
cimal 457^6 par le nombre entier 238, ce qui rentre dans le 
cas précédent. Le quotient est 1,923 par excès à moins d'un 
demi-millième près. Ainsi : 
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RiGLE. Lorsque le diviseur est un nombre décimal^ on sup- 
prime la virgule au diviseur, en ayant soin de la déplacer dans 
le dividende d'autant de rangs vers la droite qu'il y a de chif- 
fres décimaux au diviseur; et Von a à diviser un nombre déci- 
mal par un nombre entier. 

On demande, par exemple^ le quotient de 2 par 0^05% a 
moins d'un centième près. On divisera 2000 par 59, et Ton 
trouvera pour le quotient cherché 33/JO par excès à moins 
d^un demi-centième près. 



CHAPITRE IV. 
cosnnBBSioM des fbactioms OBDnvjLieBS» 



flSO. On a YU que le calcul des fractions décimales se ra- 
mène immédiatement au calcul des nombres entiers, tandis 
que le calcul des fractions ordinaires est beaucoup plus com- 
pliqué. 11 est donc utile, lorsqu'une quantité est exprimée par 
une fraction ordinaire, de savoir Texprimer en décimales. 
C'est ce qu'on appelle convertir une fraction ordinaire en frac- 
tion décimale. 

Puisqu'une fraction ordinaire est égale au quotient de la 
division de son numérateur par son dénominateur, on effec- 
tuera cette division d'après la règle établie pour la division 
des nombres décimaux. Soit, par exemple, la fraction |; 



3,0 
60 
40 




8 



0,3 7 5 



Le quotient étant exactement 0,375, la fraction ordinaire | est 
égale à la fraction décimale 0,375. 

1 S T. J'examine dans quel cas la conversion est possible 
exactement, c'est-à-dire dans quel cas, en poussant la division 
suffisamment loin, on arrive à un reste nul. 

Je remarque d'abord qu'en opérant comme on l'a fait, on a 
divisé par le dénominateur le numérateur suivi d'un certain 
nombre de zéros ou multiplié par une puissance de 10; dans 
l'exemple précédent, on a multiplié le numérateur 3 par 1000, 
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et on a divisé 3000 par 8. Pour qu'on obtienne un quotient exact, 
il faut donc que le produit du numérateur par une puissance 
convenable de 10 soit divisible par le dénominateur. Or on 
peut supposer que la fraction ordinaire a été préalablement 
réduite à sa plus simple expression : pour que le dénomina^ 
teur divise le produit du numérateur par une puissance de 10, 
comme il est premier avec le numérateur, il faut qu'il divise 
la puissance de 10; mais une puissance de 10 ne renferme que 
les deux facteurs premiers 2 et 5 : il est donc nécessaire que 
le dénominateur ne renferme lui-même que ces deux facteurs 
premiers 2 et 5. 

Gette condition suffit ; car, lorsqu'elle est remplie^ si l'on 
multiplie le numérateur par une puissance de 10 marquée par 
le plus haut exposant des facteurs 2 et 5 dans le dénominateur, 
le produit sera divisible par le dénominateur. Je remarque en 
outre que la fraction décimale ainsi obtenue renfermera un 
nombre de chiffres décimaux égal au nombre des zéros ajoutés 
à la droite du numérateur, et par conséquent égal au plus 
haut exposant des facteurs 2 et 5 dans le dénominateur. Ainsi : 

Théorème I. Pour qu'une frjoction ordinaire irréductible 
puisse être convertie exactement en dédmaîes, il est nécessaire et 
il suffit que le dénominateur de la fraction ne renferme que les 
facteurs premiers 2 cf 5; le nombre des chiffres décimaux est 
égal au plus haut exposant des facteurs 2 e< 5 dans le dénomi^ 
nateur. 

flSS. Si le dénominateur de la fraction ordinaire irréduc- 
tible renferme des facteurs premiers autres que 2 et 5, on 
n'arrive jamais à un reste nul, et par conséquent il est impos- 
sible d'exprimer la fraction proposée exactement en déci- 
males. Mais dans ce cas on l'exprime avec une approximation 
aussi grande qu'on veut; car, si Ton pousse la division assez 
loin. Terreur, étant moindre qu'une unité de l'ordre auquel 
on s'arrête, devient aussi petite qu'on veut. 

La fraction ordinaire donne ainsi naissance à une fraction 
décimale; je vais démontrer qu'elle est périodique, c'est-à- 
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dire qu'à partir d'un certain rang elle se compose des mêmes 
chiffres qui se reproduisent dans le même ordre. En effets dans 
les divisions successives^ comme tous les restes sont plus 
petits que le diviseur^ après un nombre d'opérations au plus 
égal au diviseur diminué d^une unité, on retombe nécessaire- 
ment sur un reste déjà obtenu, et alors on recommence dans 
le même ordre les divisions déjà faites^ et les mêmes chiffres 
se reproduisent au quotient. 
Je prends pour exemple la fraction f ; 
40 I 7 



50 1 0,57142857.... 
10 
30 
20 
60 
4 

Puisque les restes sont plus petits que 1, il n'y a que six 
restes différents possibles, savoir les six premiers nombres ; 
or les cinq premières divisions donnent les six premiers 
nombres 4, 5, 1, 3^ 2, 6 ; tous les restes possibles sont épuisés ; 
la division suivante ramènera nécessairement un reste déjà ob- 
tenu. Ici on obtient le premier reste 4, et on recommence les 
divisions déjà faites, à partir de la première; on retrouve ainsi 
au quotient les mêmes chiffres dans le même ordre. Le nombre 
571428, formé par les chiffres qui se reproduisent indéfiniment, 
constitue ce qu'on appelle la période. Je remarque que la 
période renferme au plus un nombre de chiffres égal au 
diviseur diminué d'une unité; mais souvent elle en renferme 
un nombre moindre. Ainsi la fraction ^ donne naissance à 

la fraction décimale périodique simple 0,272727 , dont la 

période n'a que deux chiffres ; après deux divisions seulement 
on retrouve le premier reste 3. 



30 
80 
3 



1 1 



0,2 7 27 

flft9. On distingue deux sortes de fractions décimales 
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périodicpies : les fractions décimales périodiques simpleSy dont 
les chithres périodiques commencent immédiatement après la 
Tirgule ; et les fractions périodiques mixtes, dont les chiflDres 
périodiques ne commencent qu'à partir d'un certain rang 
après la virgule. Les deux fractions que nous Tenons de con- 
sidérer sont périodiques simples. La fraction g donne nais- 
sance à une fraction périodique mixte 0,647727272 ; la 

période 72 ne commence qu'au quatrième chiffre ; les trois 
chiffres placés entre la virgule et la première période sont dits 
irréguliers. 

En résumé, la conversion d'une fraction ordinaire en fraction 
décimale donne naissance, soit à une fraction décimale limitée, 
sait à une fraction périodique, simple ou mixte. 



i. Occupons-nous maintenant de la question inverse, 
c'est-à-dire de la conversion des fractions décimales en frac- 
tions ordinaires. 

Lorsque la fraction décimale est limitée, il n'y a pas de dif- 
ficulté; on sait qu'une pareille fraction est égale à une fraction 
ordinaire qui a pour dénominateur une puissance de 10. Ainsi 
0,375 = ^. 

Cette fraction ordinaire pourra souvent être simplifiée; mais 
la fraction irréductible à laquelle on arrivera ne renfermera 
à son dénominateur que les facteurs premiers 2 et ft; car le 
dénominateur primitif, étant une puissance de 10, ne ren- 
ferme que les facteurs 2 et 5 ; en simplifiant, on supprime des 
facteurs sans en introduire de nouveaux. 

Fraction périodique simple. 

fl61. Soit la fraction périodique simple 0,2727 Je vais 

démontrer que cette fraction décimale est égale à une certaine 
fraction ordinaire, avec une approximation aussi grande qu'on 
veut, et je déterminerai en même temps cette fraction ordi- 
naire. En prenant, par exemple, trois périodes, on a une frac- 
tion décimale limitée 0,272727 qui a un sens bien précis ; je 
multiplie cette fraction par 100, ce qui donne le nombre déci- 
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mal 27^2727 ; de ce nombre décimal je retranche la fraction 
elle-même. 

2 7,2 7 2 7 
0,2 7 2 7 2 7 
2 7—0,00 00 2 7. 

Je retranche les deux premières périodes à partir de la vir- 
gule, il reste à retrancher la dernière période ; la différence 
égale le nombre entier 27 moins celte dernière période 
0,000027. Or de 100 fois la fraction j'ai retranché une fois la 
fraction, la différence égale 99 fois la fraction ; j'obtiendrai la 
fraction elle-même en divisant celte différence par 99 ; donc 
la fraction décimale 0,272727 égale la fraction ^, diminuée de 
la quantité très-petite ^^ômô^' 

En prenant quatre périodes, on trouverait de même 

27 27 

0,27272727=- 



99 100000000x99 



En général la fraction décimale égale la fraction ordinaire 
^, moins la 99«« partie de la dernière période. Or, si Ton 
prend un nombre de périodes de plus en plus grand, la valeur 
de la dernière période diminue de plus en plus et devient 
aussi petite qu'on veut ; donc la fraction décimale proposée 
diffère de la fraction ordinaire ^ d'une quantité aussi petite 
qu'on veut. En un mot, la fraction décimale périodique tend 
vers une limite égale à ^. 

Le raisonnement que je viens de faire s'applique évidem- 
ment à une fraction périodique simple quelconque. On trans- 
porte la virgule après la première période, en multipliant 
par une puissance de 10 marquée par le nombre des chiflûres 
de la période ; on retranche du produit la fraction elle-même, 
ce qui donne une différence égale à la fraction multipliée par 
un nombre formé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres à la 
période. D'autre part celte différence est exprimée par la 
période considérée comme un nombre entier, moins la der- 
nière période. Donc la fraction décimale a pour limite une 
fraction ordinaire ayant pour numérateur la période et pour 
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dénominateur un nombre formé d'autant de 9 qu'il y a de 
chiffres à la période. Ainsi : 

Théorème IL Une fraction décimale périodique simple est 
égale à une fraction ordinaire qui a pour numérateur la 
période et pour dénominateur un nombre formé d'autant de 9 
quil y a de chiffres à la période. 

La fraction ^ peut être simplifiée ; mais^ comme un nombre 
formé de 9 seulement ne renferme ni le facteur â ni le fac- 
teur 5; on arrivera à uae fraction ordinaire irréductible qui ne 
renfermera à son dénominateur ni le facteur ^, ni le facteur 5. 

169. Il est évident que, si on réduisait cette fraction ordi- 
naire en décimales» on retrouverait la fraction périodique pro- 
posée. Au reste (m peut s'en assurer de la manière suivante : 
je veux démontrer, par exemple, que la fraction périodique 

0^272727 provient de la conversion en décimales de la 

fraction ordinaire ^. 

Puisqne iOO fois un nombre est égal à 99 fois, plus une fois 
ce nombre, on a 

27x100=27x99+27=99x27+27. 

Donc, quand on calcule en décimales le quotient de 27 par 99, 
après les deux premières divisions on obtient le quotient 27 et 
on trouve le premier reste 27 ; donc la fraction décimale est 
périodique simple et la période est 27. 

FracdoD périodique mixte. 

fl6S. Soit maintenant une fraction périodique mixte 

0,385272727 En prenant, par exemple, trois périodes, on 

a une fraction décimale limitée 0,385272727. Je transporte 
successivement la virgule au commencement et à la fin de la 
première période^ en multipliant par 1000 et par 100000, ce 
qui donne les nombres décimaux 385,272727 et 38527,2727 ; 
puis je retranche le premier du second 
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3852 7,272 7 
3 8 5,2 7 2727 



3 814 2-0,0 2 7 

J'ai retranché la partie entière et les deux premières pério- 
des, il reste à retrancher la dernière période ; la différence 
égale le nombre entier 38142^ moins la dernière période. Or 
de 400000 fois la fraction^ j'ai retranché 4000 fois cette frac- 
tion, la différence égale 99000 fois la fraction ; j'obtiendrai 
la fraction elle-même en divisant cette différence par 99000 ; 
donc la fraction décimale égale la fraction ^^, moins 
la 99000n'e partie de la dernière période. Si Ton prend un 
nombre de périodes de plus en plus grande la valeur de la 
dernière période diminue et devient aussi petite qu'on veut; 
donc la fraction décimale proposée diffère de la fraction ordi- 
naire ^^ d'une quantité aussi petite qu'on veut. En un mot^ 
la fraction décimale tend vers une limite égale à celte Jtraction 
ordinaire. Ainsi : 

Théorèue III. Une fraction décimale périodique mixte est 
égale à une fraction ordinaire qui a pour numérateur la 
différence des nombr,es entiers que Von obtient en transportant la 
virgule à la fin et au commencement de la première période, et 
pour dénominateur un nombre formé d'autant de 9 qu'il y a de 
chiffres à la période, suivis d'autant de zéros qu'il y a de chiffres 
irréguliers. 

164. Je remarque que le numérateur ne peut jamais être 
terminé par un zéro; car il faudrait pour cela que le dernier 
des chiffres irréguliers fût le même que le dernier chiffre de 
la période, et alors la période commencerait un chiffre plus 
tôt. Dans l'exemple précédent, il faudrait que le dernier 
chiffre irrégulier fût un 7, et alors la fraction devenant 

0^387272727 , la période serait 72 et commencerait un 

chiffre plus tôt ; il n'y aurait que deux chiffres irréguliers et 
non pas trois, comme on l'a supposé. 

Le dénominateur 99x1000^ d'après sa composition^ ren- 
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ferme les facteurs 2 et 5 avec des exposants égaux au nombre 
des chiffres irréguliers, et en outre des facteurs premiers 
autres que 2 et 5. En simplifiant la fraction, on pourra bien 
supprimer des facteurs 2 ou des facteurs 5 ; mais on ne pourra 
pas supprimer à la fois un facteur 2 et un facteur 5 ; car alors 
on diviserait par iO, et le numérateur n'est pas divisible par 
40. On arrivera donc à une fraction irréductible renfermant 
à son dénominateur Tun des facteurs 2 ou 5 avec un exposant 
égal au nombre des chiffres irréguliers. 

fl6S. Nous avons dit que, lorsque le dénominateur d'une 

fraction ordinaire ne renferme que les facteurs premiers 2 et 
5, la fraction se convertit en une fraction décimale limitée, 
mais que, si le dénominateur renferme des facteurs premiers 
autres que 2 et 5, la fraction décimale est indéfinie et pério- 
dique. Nous pouvons maintenant compléter cette théorie et in- 
diquer à quel caractère on reconnaît d'avauce si la fraction pé- 
riodique est simple ou mixte. 

Théorème IV. Une fraction ordinaire irréductible^ dont le 
dénominateur ne renferme que des facteurs premiers autres 
que 2 et 5, donne naissance à une fraction décimale périodique 
simple. 

En effet, nous savons déjà que la fraction décimale est 
périodique; elle ne peut être mixte; car la fraction ordi- 
naire irréductible, que représente une fraction périodique 
-mixte, renferme à son dénommateur les facteurs 2 et 5 ou au 
moins Tun d'eux ; donc la fraction décimale sera périodique 
simple. 



Théorème V. Une fraction ordinaire irréductible, 
dont le dénominateur renferme les facteurs ^ et ^ et d^autres 
facteurs, donne naissance à une fraction décimale périodique 
mixte, et le nombre des chiffres irréguliers est égal au plus haut 
exposant des facteurs 2 et 5 dans le dénominateur. 
En effet, la fraction décimale' est périodique; elle ne peut 

être simple; car la fraction ordinaire irréductible, querepré- 

40 
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sente une fraction périodique simple, ne renferme à son déno- 
minateur ni le facteur â ni le facteur 5 ; donc la fraction 
décimale sera périodique mixte. D'après une remarque faite 
précédemment, le nombre des chiffres irréguliers doit être 
égal précisément au plus haut exposant des facteurs 2 et 5 
dans le dénominateur. 

Considérons par exemple la fraction ^; puisque 88 =2'xlî, 
on aura une fraction périodique mixte avec trois chiffres ir- 
réguliers. 

167» Remarque. Les développements de toutes les frac- 
tions ordinaires qui ont même dénominateur peuvent se dé- 
duire du développement de la plus simple d'entre elles, de 
celle qui a pour numérateur l'unité. 

Je considère, par exemple, les fractions qui ont pour déno- 
minateur li. La fraction Régale 0,090909 J^obtiens im- 
médiatement la fraction ^, en multipliant la période par 3, ce 

qui donne ^=0,272727 Et en effet, quand la période est 

trois fois plus grande, il est clair que la fraction décimale de- 
vient elle-même trois lois plus grande. 

Une fraction ordinaire , comme -, qui a pour dénominateur 
le produit de 11 par des facteurs 2 et 5, se ramène aussi à la 
fraction ~. Si l'on multiplie en effet les deux termes de la frac- 
tion par 8*, la fraction prend la forme 
57x5^ _ 7125 
23x5'Xll~103Xll^ 

la fraction ^ égale le nombre fractionnaire 647 +■ ^; or le 
développement de la fraction ^ se déduit du développement 
de ^; il suffit de multiplier la période par 8; donc la fraction 

~ égale 647,727272 On obtiendra la fraction proposée 

en divisant ce résultat par 1000; ainsi §=0,6477272 
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16S. Pour évaluer chaque espèce de grandeurs, il faut, 
avons-nous dit, une unité fixe ou mesure qui serve de terme 
de comparaison. Autrefois, en France, comme dans les autres 
pays, la plus grande confusion régnait dans les mesures; cha- 
que province avait ses mesures particulières; il en résultait 
des embarras extrêmes pour le commerce. Les rois de France 
tentèrent, mais inutilement, d'établir l'uniformité et de rame- 
ner toutes les mesures à celles de Paris; enfin, le 8 mai 179Q, 
PAssemblée constituante rendit un décret par lequel elle re- 
connut la nécessité d'une réforme complète; une commission, 
nommée par l'Académie et composée de Borda, Lagrange, 
Laplace, Monge et Condorcet, fut chargée de préparer un 
système général de mesures. Le système nouveau fut adopté 
par la Convention, sanctionné plus tard par le corps législatif, 
et déclaré obligatoire à partir du 2 novembre 1801 ; il règne 
aujourd'hui dans toute l'étendue de la France. On l'appelle 
système métrique^ parce que toutes les unités dérivent de Tu* 
nité de longueur ou du mètre. 

fl60. Définition du mètre. On aurait pu prendre Funilé 
de longueur arbitrairement; mais, afin qu'on puisse la retrou- 
ver dans les siècles futurs, les savants français eurent Thf u- 
reuse idée de la lier à la grandeur de la terre. Delambre et 
Méghain mesurèrent dans ce but Tare du méridien compris 
entre Dunkerque et Barcelone ; au moyen de cet arc et de celui 
mesuré au Pérou, en 1736, par Bouguer et La Condamine, on 
calcula la longueur du quart du méridien, ou la distance du 
pôle à réquateur. Cette longueur fut partagée en dix millions 
de parties égales, et Tune des parties fut prise pour unité de Ion- 
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gueur; on a donné à cette unité de longueur le nom de mètre. 
L'étalon en platine déposé aux archives de l'État, le 4 mes- 
sidor an vn (22 juin 1799), donne la longueur légale du mètre, 
quand il est à la température de la glace fondante. 
Le mètre est l'unité principale de longueur. 
On a formé ensuite, au moyen du mètre, des unités de dix 
en dix fois plus grandes. Ce sont : le décamètre ou dix mètres, 
Vhectomètre ou cent mètres, le kilomètre ou mille mètres, le 
myriamètre ou dix mille mètres. Les mots déca, hecto, kilo, 
MYRiA, tirés du grec, signifient dix, cent, mille, dix mille. 
Pour mesurer les petites longueurs, on a subdivisé le mètre 
en parties de dix en dix fois plus petites; ce qui 
donne : d'abord le décimètre ou dixième partie du 
mètre ; puis le centimètre, dixième partie du déci- 
mètre ou centième partie du mètre ; le millimètre, 
dixième partie du centimètre ou millième partie du 

mètre, etc (Les mots déci, centi, milli, tirés du 

latin, signifient dixième, centième, millième.) 

La figure ci-jointe représente un décimètre divisé 
en centimètres, le premier centimètre étant d^ailleurs 
subdivisé en millimètres. 



-••K 



Cil 



Au moyen de ces unités de différents ordres, une 
longueur quelconque, ainsi que nous l'avons expli- 
qué plus haut, s'exprimera par un nombre décimal. 
Les kingueurs 
Trois décimètres, 

Deux décamètres, cinquante-quatre centimètres, 
Huit hectomètres, sept métrés, neuf millimètres. 
S'écriront : 0™,3— 20«n,54— 807™,009. 
Cependant on ne met pas toujours la virgule après 
les mètres. Quand il s'agit de grandes longueurs, on 
compte par kilomètres ou même par myriamètres. 
Ainsi on dit que la longueur d'un canal est 48 kilo- 
mètres, 7 hectomètres, et l'on écrit 48^°ï,7. De même, 
la dislance de deux villes est 32 myriamètres, 5 kilo- 



mètres, et l'on écrit 325^^™. 
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Au contraire^ quand il s'agit de longueurs très-petites, on 
compte par millimètres; on dira par exemple^ que l'épais- 
seur d'une glace est huit millimètres cinq dixièmes, et Ton 
écrira 8mm,5. 

170. Mesures ITINÉRAIRES. En France^ les bornes^ placées 
sur le bord des routes et des chemins, indiquent les longueurs 
en kilomètres. On se sert aussi, pour évaluer les distances, des 
unités suivantes : 

Lieue de 4 kilomètres 4000 mètres. 

Lieue de 25 au degré 4445 » 

Lieue marine de 20 au degré 5556 » 

Mille marin de 60 au degré, ou de une minute, i 852 d 

Surfaces* 

171. On prend pour unités de surface les carrés construiu 
sur les unités de longueur. Ainsi Tunité principale de surface 
est le mètre carré; c'est un carré dont chaque côté a un mètre 
de longueur. 

On a ensuite : d'une part, le décamètre carré, l'hectomètre 

carré, le kilomètre carré ; d'autre part, le décimètre carré, 

le centimètre carré..... Ce sont des carrés qui ont pour côtés 

le décamètre, l'hectomètre, le kilomètre , le décimètre, le 

centimètre 

Les unités de surface sont de cent en cent fois plus grandes. 
Je veux démontrer, par exemple, que le mètre carré vaut cent 
décimètres carrés Je place dix décimètres carrés à la suite les 
uns des autres sur une même ligne , je forme ainsi une 
bande qui a dix décimètres ou un mètre de longueur et un 
décimètre de largeur. Je forme une seconde bande pareille 
au-dessus de la première, puis une troisième, etc. Quand 
j'aurai formé dix bandes semblables, l'ensemble sera un carré 
ayant un mètre de longueur et un mètre de largeur; ce sera 
par conséquent un mètre carré. Or les dix bandes renferment 
dix fois dix ou cent décimètres carrés; donc le mètre carré 
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contient cent décimètres carrés; en d'autres termes» le déci- 
mètre carré est la centième partie du mètre carré. 






De même , le centimètre carré est la centième partie du 
décimètre carré, le millimètre carré est la centième partie du 

centimètre carré, etc D'autre part, le décamètre carré vaut 

cent mètres carrés, Thectomètre carré vaut cent décamètres 
carrés, etc.... 



IT*. Mesurer une surface, c'est chercher combien elle 
contient de mètres carrés, combien le reste contient de déci- 
mètres carrés, etc ; en un mot, combien elle contient 

d'unités de chaque ordre, et il peut y avoir jusqu'à 99 unités 
de chaque ordre. On représente ainsi la surface par un nom- 
bre décimal, en ayant soin d'affecter deux chiffres pour chaque 
ordre d'unités. 

Soit le nombre 

24537m.car.^68195. 

En partant de la virgule et aHant vers la gauche, oq trouve 
successivement : 37 mètres carrés, 45 centaines de mètres 
carrés ou 45 décamètres carrés, 2 centaines de décamètres 
carrés ou 2 hectomètres carrés. En allant vers la droite^ on 
trouve 68 centièmes de mètre carré ou 68 décimètres carrés, 
19 centièmes de décimètre carré ou 19 centimètres carrés, 
5 dixièmes ou 50 centièmes de centimètres carrés, c'est-à-dire 
50 millimètres carrés. Le noiubre proposé s^énoncera donc : 
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2 hectom. car., 45 décam. car., 37 m. car., 68 décim. car., 
19 cent, car., 50 millim. car. 

Les surfaces suivantes : 

3 décimètres carrés; 

7 décamètres carrés, 54- centiiîi. car.; 

2 kilom. car., 73 décam, car., 8 m. car., 235 millim. car. j 
s'écriront : 

0,03 m. car.— 700,0054 m. c^r.— 2007308,000235 m. car, 

flV'S» MfisuRsg AGRAIRES. Pour la mesure des terrains, on 
emploie comrQo unité principale )e décamètre carré, auquel 
on donna le nom i'ar^. Parmi les multiples de Tare, on em- 
ploie Vheotare ou cent ares, et, parmi les subdivisions, le cm- 
tiare ou centième partie de Tare. L'hectare, qui vaut cent 
ares ou cent décamètres carrés, u'est autre chose que Tb^c- 
tomètre carré. D'autre part, le centiare, qui est la centième 
partie de Tare ou du décamètre carré, n'est autre chose que le 
mètre carré. 

Les seules unités employées dans la mesure des terrains sont 
rbectare, l'are et le centiare. Ainsi on dit : un domaine de 
125 hectare» 47 ares; un jardin de 23 ares 50 centiares; et ces 
quantités s'écrivent : 

125,47 hectares.— 23,50 ares. 

Afin de résumer ce qui précède, je représente dans un ta- 
bleau les unités de surface. 



Hectomètre carré, . . . hectare. 
Décamètre carré .... are-. 

Mètre carré. centiare. 

Décimètre carré. 
Centimètre carré- 
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174. On appelle cube ua volume qui a la forme d'une 
boite terminée par six faces carrées; un dé à jouer a la 
forme d'un cube ; tous les côtés du cube ont la même lon- 
gueur. 

On prend pour unités de volume les cubes construits sur les 
unités de longueur. L'unité principale de volume est le mètre 
cube ; c'est un cube dont chaque côté a un mètre de longueur. 

On a ensuite : d'une part, le décamètre cube, Vhectomètre 

cube, etc ; d'autre part, le décimètre cube, le centimètre 

cube, etc Ce sont des cubes qui ont pour côtés le décamètre, 

Thectomètre , le décimètre, le centimètre 

Les unités de volume sont de mille en mille fois plus grandes. 
Je conçois, par exemple, une caisse qui soit exactement un 
mètre cube, et je la remplis avec des décimètres cubes. Puis- 
que le fond de la caisse est un. mètre carré, je le couvrirai avec 
cent décimètres cubes; je forme ainsi une couche qui a un 
décimètre de hauteur. Je dispose une seconde couche pareille 

au-dessus de la première, puis une troisième, etc , ainsi 

que le représente la figure suivante • 




Quand j'aurai disposé dix couches semblables, la hauteur totale 
étant dix décimètres ou un mètre, la caisse sera pleine. Ainsi 
un mètre cube contient dix fois cent, c'est-à-dire mille déci- 
mètres cubes ; en d'autres termes, le décimètre cube est la 
millième partie du mètre cube. 
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De même, le centimètre cube est la millième partie du déci- 
mètre cube, le millimètre cube est la millième partie du cen- 
timètre cube. D'autre part, le décamètre cube vaut mille mè- 
tres cubes, l'hectomètre cube vaut mille décamètres cubes, etc. 

475. Mesurer un volume, c'est chercher combien il con- 
tient de mètres cubes, de décimètres cubes , en un mot, 

combien il contient d*unités de chaque ordre, et il peut y avoir 
jusqu'à 999 unités de chaque ordre. On représentera ainsi le 
volume par un nombre décimal, en ayant soin d'alTecter trois 
chiffres à chaque ordre d'unités. 

Soit le nombre 

24507638, 0750098 m. cubes. 

En partant de la virgule et allant vers la gauche, on trouve 
successivement : 638 mètres cubes, 507 mille mètres cubes 
ou 507 décamètres cubes, 24 mille décamètres cubes ou 24 
hectomètces cubes. En allant vers la droite, on trouve 75 mil- 
lièmes de mètres cubes ou 75 décimètres cubes, 9 millièmes 
de décimètre cube ou 9 centimètres cubes, enfin 8 dixièmes 
ou 800 millièmes de centimètre cube, c'est-à-dire 800 milli- 
mètres cubes. Le nombre s'énoncera donc : 24 hectom. cub., 
507 décam. cub., 638 m.cub., 75décim. cub.,9 centim. cub., 
800 mill. cub. 

Les volumes suivants : 

3 décimètres cubes; 

27 décam. cub., 349 centim. cub.; 

6 kilom. cub., 467 décam. cub., 8 m. cub., 2700 centim. 
cub., s'écriront: 

O,003m.cub.— 27000,000349m.cub.— 6000467008,0027m.cub. 

fl76. Mesures de capacité. Pour mesurer les liquides et 
les grains, on emploie comme unité principale le décimètre 
cube, auquel on donne le nom de litre. 

Les multiples du litre sont : le décalitre, l'hectolitre, le kilo- 
litre, ou dix litres, cent litres, mille litres. Les subdivisions du 
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litre sont : le décilitre, le c^tiliire, ou la dixième^ la centième 
partie du litre. 

Ces mesures sont des vases qui ont la forme cylindrique. 
Pour les liquides^ la hauteur du vase est double du diamètre de 
la base. Pour les grains, la hauteur égale le diamètre de la base- 
Le kilolilre, qui vaut mille litres ou mille décimètres cubes, 
n'est autre chose que le mètre cube. Le millilitre, qui est la 
millième partie du litre ou du décimètre cube, n*est autre 
chose que le centimètre cube. 

Ainsi on dira : la capacité d'un vase est trois décalitres, cinq 
décilitres (30^,5). — La capacité d'un tonneau est deux hectoli- 
tres, huit litres (208^). 

Conformément aux dispositions de la de la loi du 18 germi- 
nal an III, chacune des mesures de capacité a son double et sa 
moitié, 

17 7". Pour la mesure des bois de chauffage ou de charpente^ 
on se sert du mètre cube, qui prend alors le nom de stère. 
Je résume dans un tableau les unités de volume* 

Mètre cube kilolitre stère. 

Décimètre cube., litre. 
Centimètre cube. . millilitre. 
Millimètre cube.. . 



Voids. 

178. L'unité fondamentale de poids est le gramme. Les 
multiples du gramme sont le décagramme^ Yheetogramme, le 
kilogramme, ou dix, cent, mille grammes. Les subdivisions du 
gramme sont le dècigramme, le centigramme, le milligramme, 
ou dixième, centième, millième partie du gramme. 

Le kilogramme est le poids dans le vide d'un décimètre 
cube d'eau distillée, à la température de 4 degrés au-dessus 
de zéro du thermomètre centigrade. On s'est servi d'eau dis- 
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tillée, parce que Teau distillée est parfaitement pure. On a 
choisi la température de 4 degrés au-dessus de zéro, parce 
que le poids du même volume d'eau varie avec la tempéra- 
ture, et que c'est à la température de A degrés centigrades que 
ce poids est le plus grand* Enfin on a pris le poids dans le 
vide, parce que dans Tair les corps pèsent moins que dans le 
vide, et que dans Tair le poids est variable suivant Tétat de 
ratmospbère. 

L'étalon en platine déposé aux archives le 4 messidor an VU 
donne, dans le vide, le poids légal du kilogramme. 

Puisque le kilogramme est le poids d'un décimètre cube ou 
d'un litre d'eau, le gramme est le poids d'un centimètre cube 
d'eau. Le kilolitre ou le mètre cube d'eau pèse mille kilo- 
grammes. Le poids moyen de l'hectolitre de froment est de 
75 kilogrammes. 

Le gramme étant un poids très-petit, on rapporte dans le 
commerce les marchandises ordinaires au kilogramme. Ainsi 
on dit qu'un ballot pèse 15 kilogrammes, 8 hectogrammes^ et 
on écrit 15^,8. 

Les fortes pesées s'évaluent au njoyen du quintal métrique, 
ou cent kilogrammes. Pour évaluer le chargement des na- 
vires/ on emploie une unité plus grande encore, le tonneau ou 
mille kilogrammes; un vaisseau de cent tonneaux est un vais- 
seau capable de porter cent mille kilogrammes. 

Conformément à la disposition de la loi du 18 germinal 
an III, chacune des unités de poids a son double et sa moitié» 

170. Monnaies d'argent. L'unité de monnaie est le franc. 
Le franc est une pièce du poids de 5 grammes, composée de 
neuf parties d'argent et d'une de cuivre. 

Les subdivisions du franc sont le décime (dixième partie 
du franc) et le centime (centième partie du franc). On ne dé- 
signe pas les multiples du franc d'une manière spéciale ; on 
dit simplement : dix francs, cent francs, mille francs. 

Les pièces d'argent que fabrique aujourd'hui TÉiat en 
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France sont:lola pièce de 1 franc; 2o celle de 2 francs; 
30 celle de 5 francs; 4o d'autre part, la pièce de un demi- 
franc ou de cinquante centimes; 5* la pièce de \ingt cen- 
times. 

Toutes ces pièces d'argent sont formées avec un même al- 
liage, composé de neuf parties d'argent pur et d'une partie de 
cuivre. Puisque la pièce de 1 franc pèse 5 grammes, la pièce 
5 francs pesé 5 fois plus ou 25 grammes; la pièce de 50 cen- 
times pèse 28,5; celle de 20 centimes pèse 1 gramme. 

Deux cents francs en pièces d'argent pèsent 1 kilogramme. 

ISO. Monnaies d'or. L'État fabrique en France plusieurs 
pièces d'or; la pièce de iOO francs, celle de 50 francs, celle de 
20 francs, celle de 10 francs et celle de 5 francs. Elles sont 
composées de neuf parties d'or pur et d'une partie de cuivre. 

On ne fabrique plus maintenant de pièces de 40 francs. 

D'après la loi, la monnaie d'or a une valeur quinze fois et 
demie plus grande que celle d'argent, à poids égal; il en 
résulte que la pièce de 20 francs pèse ^ grammes ; ou 
^ = 68,452. 

455 pièces d'or de 20 francs pèsent 1 kilogramme. 



'ISl. Monnaies de bronze. Les nouvelles monnaies de 
bronze sont : la pièce de 40 centimes (il en faut 40 pour faire 
4 franc); la pièce de 5 centimes, la pièce de 2 centimes et celle 
de 4 centime. Cette nouvelle monnaie, qui a remplacé l'an- 
cienne monnaie de cuivre, est formée avec un alliage conte- 
nant 95 parties de cuivre pur, 4 d'étain et une de zinc. Elle 
a une valeur légale 20 fois moins grande que la monnaie d'ar- 
gent, à poids égal; ainsi la pièce de 5 centimes pèse 5 grammes, 
comme la pièce de 4 franc en argent; la pièce de 4 centime 
pèse 4 gramme. 

1818. On n'a pas fabriqué les pièces d'or et d'argent en 
métal pur, parce que le métal pur n'offre pas assez de dureté 
et de résistance au frottement. On appelle titre d'un alliage 
la quantité de métal pur qui entre dans un gramme d'alliage; 
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les monnaies d'or et d'argent de France sont au titre de neuf 
dixièmes ou de 900 millièmes. La loi tolère une différence de 
3 millièmes en plus ou en moins du titre normal de 900 mil- 
lièmes, pour les pièces d'argent et pour les pièces d'or. 

La loi accorde aussi une tolérance sur le poids, en plus ou en 
moins du poids normal. La tolérance sur le poids est le mil- 
lième du poids normal pour les pièces d'or de 400 francs, les 
2 millièmes pour celles de 50 et de 20 francs, les 2,5 millièmes, 
pour celles de 10 francs, et enfin les 3 millièmes pour les pièces 
d'or de 5 francs. Elle est les 3 millièmes du poids pour les 
pièces d'argent de 5 et de 2 francs, les 5 millièmes pour celles 
de i franc, les 7 millièmes pour celles de 50 centimes, et les 
10 millièmes pour celles de 20 centimes. La tolérance du 
poids est les 40 millièmes du poids pour les pièces de bronze 
de40et de 5 centimes; les 45 millièmes pour celles de 2 et 
1 centimes. 

On a donné aux pièces de monnaie des diamètres différents, 
afin qu'on puisse les distinguer facilement. Voici les diamè- 
tres des pièces de monnaie en millimètres : 



Pièces d'or. 

fr. mm. 

de 400 35 

-- 50 28 

— 20 24 

— JO 49 

— 5 47 



Pièces d'argent. 

fr. mm« 

de 5. 37 

— 2 27 

— 4 23 

— 0,50 18 

— 0,20 45 



Pièces de cuivre de 40 cent 30 

5 25 

2 20 

4 45 

1183. Résumé. U est facile de comprendre maintenant les 
avantages du système métrique : 4^ les unités principales, des- 
tinées à la mesure des différentes espèces de grandeurs, déri- 
vent toutes du mètre d'une manière simple, et le mètre lui- 
même est lié à la grandeur du globe terrestre; 2° Téchelle des 
unités qui se rapportent à une même espèce de grandeurs est 
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en harmonie avec notre système de numération; de sorte 
qu'une grandeur quelconque s'exprime par un nombre déci- 
mal^ et que les opérations à faire sur les quantités s'effectuent 
avec une grande rapidité. 

Le système métrique est aujourd'hui en vigueur dans toute 
la France et en Belgique; depuis quelques années la Suisse a 
adopté ce système légèrement modifié; il serait à désirer que 
les autres peuples de l'Europe l'adoptassent également. La na- 
tion française, lorsqu'elle préparait cette grande réforme, invita 
plusieurs fois les autres nations à se joindre à elle pour l'opérer 
en commun; les guerres de la Révolution et de l'Empire, des 
susceptibilités nationales mal entendues, firent échouer ce 
magnifique projet. 

Anciennes Mesures de France. 

1,841. Longueurs. Avant l'établissement du système mé- 
trique, on employait en France comme unité principale de lon- 
gueur le pied de Charlemagne ou pied-de-roi. Le pied se divi- 
sait en douze pouces, le pouce en douze lignes. Six pieds for- 
formaient une toise. 

Voici les valeurs des diverses unités comparées au mètre : 

La toise vaut : 4",94904 

Le pied vaut 0-,32484 

Le pouce vaut 0-,0a7O7 

La ligne vaut 0-,002266 

11 est facile de réduire en mètres une longueur exprimée en 
toises, pieds et pouces. Par exemple, pour réduire en mètres 
3 toises 2 pieds 7 pouces, on multiplie la longueur de la toise 
par 3, celle du pied par 2, celle du pouce par 7; en addition- 
nant, on trouve 6'',68628. Ordinairement on opère cette ré- 
duction au moyen de tables construites à cet effet. 

HSft . Mesures agraires. La perche des eaux et forêts était un 
carré de 22 pieds de côté. L'arpent des eaux et forêts était com- 
posé de 100 perches de 22 pieds. 
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La perche de Paris avait 18 pieds de côté. L'arpent de Paris 
contenait 100 perclies de 18 pieds. 

Mètres carrés. 

La perche des eaux et forêts vaut 51^07 

L'arpent des eaux et forêts vaut 5107^20 

La perche de Paris vaut. 34,19 

L'arpent de Paris vaut 3418,87 

Les mesureg agraires variaient d'une province à l'autre. 

Mesures de Capacité. On employait^ pour mesurer les graines 
le setier qm se divisait en douze boisseaux, et le boisseau 
en 16 litrons. 

Lo selier de ÎParis vaut 156 litres. 

Le boisseau vaut. . . « 13 » 

Le litron vaut 0,8125 

Pour la mesure des liquides, principalement pour les vins, 
on employait le muid, considéré comme étant égal à 8 pieds 
cubes. Le muid se divisait en deux feuillettes, la feuillette con- 
tenait 144 pintes. 

Le muid vaut 564 litres. 

La pinte vaut 0,92 

Poids. L'unité de poids était la livre. La livre se divisait en 
16 oncesy l'onCe en 8 gros, le gros en 72 grains. 

Grammes. 

La livre vaut. . . . » 489,5 

L'once vaut 30,59 

Le gros vaut 3,82 

Le graitt vaut. ;..... 0,053 

Monnaies. L'unité de monnaie était la liwe tournois. Par une 
loi du 25 germinal an IV, la valeur de la livre tournois a été 
fixée à 99 centimes. La livre tournois se divisait en 20 sous, 
le sou en 4 liards ou en 12 deniers. 
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Table de conversion des anciennes mesures en mesures légales. 
Réduction àes toiles, pieds, f>ouce8, lignes en mètres. 





Toiiet 


Pieds 


Ponces 


Lignes 














en mètrei. 


en mètres. 


en mètres. 


en millimètres. 


1 


4,94904 


0,32484 


0,02707 


2,256 


2 


3,89807 


0,64968 


0,05414 


4,512 


3 


S,847H 


0,97452 


0,08121 


6,767 


i 


7,79615 


1,29936 


0,10828 


9,023 


5 


9,74518 


1,62420 


0,13535 


11,279 


6 


11,69422 


1,94904 


0,16242 


13,535 


7 


13,64326 


2,27388 


0,18949 


15,791 


8 


15,59229 


2,59872 


0,21656 


18,047 


9 


17,54133 


2,92355 


0,24363 


20,302 



Réduction des toises et pieds carrés et cubes en mètres carrés et cubes. 





Tolsea osnées 


Pieds carrés 


Toises cubes 


Pieds cnbea 




en mètres carrés. 


en mètres car. 


en mètres cnbes. 


en mètres cubes. 


1 


3,7987 


0,1055 


7,4039 


0,03428 


2 


7,5975 


0,2110 


14,8078 


0,06855 


3 


11,3962 


0,3166 


22,2117 


0,10283 


4 


15,1950 


0,4221 


29,6156 


0,13711 


5 


18,9937 


0,5276 


37,0195 


0,17139 


6 


22,7925 


0,6331 


44,4233 


0,20566 


7 


26,5912 


0,7386 


51,8272 


0,23994 


8 


30,3899 


0,8442 


59,2311 


0,27422 


9 


34,1887 


0,9497 


66,6350 


0,30850 
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Brasses des cartes marines. 

France Brasse, 5 pieds i*,624 

Angleterre Brasse (Fathom) 4 «,829 

Hollande Brasse (Waâm) 4»,883 

Espagne Brasse (Braza) i«,696 

Mesures anglaises 

COMPARÉES AUX MESURES FRANÇAISES. 



MESURES DE LONGUEUR 



ANGLAISES. 



Inch. Pouce (-^^ du pied). . . . 

Fool, Pied (1 du yard) 

Yard impérial 

Fathom {i yards) 

Pôle ou perch (5 | yards) 

Furlong (220 yards) 

Mile (1760 yards) 

MESURES DE SUPERFICIE 



FRANÇAISES. 



2,539954 centimètres. 
3,0479449 décimètres. 
0,91438348 mètre. 
1,82876696 mèlre. 
5,02911 mètres. 
201,16437 mètres. 
4609,3149 mètres. 



Yard carré 

Rod (perch carré) 

Rood (1210 yards carrés). 
Acre (4840 yards carrés). 



FRANÇAISES. 



0,836097 mètre carré. 
25,291939 mètres carrés. 
10,116775 ares. 

0,404671 hectare. 



MESURES OE CAPACITE 



AN6UISES. 



FRANÇAISES. 



Piot(| de gallon)... 
Quart (^ de gallon). . 

Gallon impérial 

Peck (2 gallons) 

Bushel (8 gallons).. . 

Sack (3bushels) 

Quart er (8 bushels) 
Chaldron(12sacks). 



0,5679 litre. 

i;i 359 litre. 

4,543458 litres. 

9,086916 litres. 
36,34766 litres. 

1,09043 hectolitre. 

2,90781 hectolitres. 
13,08516 hectolitres. 
11 
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Poids. 



ANGLAIS.— TROY. 


FRANÇAIS. 


Grain (24« partie du pennyweighl) . 

Pennyweignt (20« d*once) 

Once (1 2« de livre troy) 

Livre troy impérial (5760 grains). . 


6,479895 centigrammes. 
4,555175 gramme. 
31,103496 grammes. 
373,241948 grammes. 


ANGLAIS. — AYOIRDIJPOIS . 


FRANÇAIS. 


Dram (16« d'once) 

Oance (16« de la livre) 

Livre avoirdupois, 7000 grains. . . . 

Quintal (112 livres) , 

Ton (20 quintaux) 


1,771846 gramme. 

28,349540 grammes. 

453,592645 grammes. 

50,802 kilogrammes. 

1016,048 kilogrammes. 



Il y a en Angleterre deux espèces de livres légales , Tune nommée livre 
de Iroy, Tautre livre avoirdupois. La première est employée pour peser 
les matières d'or et d'argent. 



^■^ 


MontkAÎen 




ANGLAISES. 


FRANÇAISES. 




Livre sterling y monnaie de compte. 


25,21 francs. 






Souverain de 20 schillings. . . . 


25,21 francs. 




è 


Guinée de 21 schillings 


26,47 francs. 






{y^ei\ de guiaée, à proportion. 


» 




^ 


ScftiWtnsf, depuis 181 8 


1,16 franc. 




1» Crown ou couronne, id 


5,81 francs. 




^ 3, 4 , ^ schilling, à proportion. 


» 




BU 


[on.— Penny 


4 décime. 





MONNAIES.— Or. 



ÉtAUhUiiii «l'Amérlgae. 

Poids el mesures comme en Angleterre. 

Pièce de 20 doll. ou double aigle, depuis 1849. 4 03,64 

Pièce de 40 dollars ou aigle, depuis 1837. . . 54,82 

Pièce de 5 dollars ou | aigle 25,94 

Pièce de 2 1 dollars ou ^ d'aigle 12,95 

Pièce de 4 dollar en or, depuis 1849 5,48 

Monnaie réelle de compte 4 00 cents. 

Dollar ou 1 00 cents, depuis 4 837 5,34 

* dollar ou 50 cents 2,67 

Argenl.{ i dollar on 25 cents 4 ,33 

One dime (4 dime), ou 4 cents 0,53 

^ Half dime (^ dime), ou 5 cents 0,26 
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Hollande. ^ 

La Hollande a adopté le système métrique en 1890. 

Le mètre s'appelle aune; le décimètre, palme; le centimètre 
duin; le millimètre, streep. 10 aunes font une chaîne ou rœde; 
iOOO aunes font un nUUe. 

Pour les liquides, le litre s'appelle kan\ le décilitre^ maaije; 
le centilitre^ vingerhoed* 100 kan font une cuve ou tonneau. 

Pour les graines, le litre s'appelle kop; le décilitre, maatje. 
10 kop font un schepel; 100 kop font un mudde ou zàk. 

Le pond est le kilogramme, et se divise en parties décimales 
successiTes, nommées : on$, lood, mgtje, korrel 

Bade. 

Les mesures françaÎ3es ont été adoptées, avec quelques mo- 
difications, dès 1810, dans le grand-duché de Bade. 

Le pied vaut 0,3 mètre. Il se divise en 10 pouces, 100 lignes, 
1000 points; ^ pieds font une atifia;6 pieds, une toise; 10 pieds 
une perche. Le mille est de 8888 mètres, ou de 12 1 au degré. 

Varpent est de 400 perches carrées. 

La livre est de 500 grammes. Les divisions décimales portent 
les noms de zehnling, centass, pfenning, as. 10 livres font un 
stein, 100 livres un quintal 



Un système uniforme a été adopté en 1826, pour tous les 
Etats prussiens. 

Longueurs. Pied du Rhin, 0^31385 mètre. Le pied se divii^ 
en i^ pouces. L'aune est de 25,5 pouces. La toise est de 6 pieds. 
Le ruthe (ou la perche) est de 12 pieds; la toise et le ruthe se 
divisent en parties décimales. Le mille est de 2000 ruthes et 
vaut 7532 mètres. 

Mesures agraires. Morgen de 180 ruthes carrés, 25,52 ares. 
Un huffe vaut 30 morgen. 
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Mesures pour les liquides. Eimer, 68,690 litres. L'eimer se 
divise en 2 anker, et en 60 quarts ou maass. Vohm est de 2 
eimer, Yoxhoft de 3 eimer. Le tonneau de bière contient 100 
maass. 

Mesures pour les graws. Scheffel, 54,952 litres. Le tonneau 
contient 4 scheffel. Le scheflèl se divise en 16 metze et en 
48 quarts. 

Poids. Livre de Cologne, 467,702 grammes. La livre se 
divise en 32 lolh et 128 quintin. Le quintal est de 100 livres, le 
last maritime de 4000 livres. 

I Ducat fin (titre 986) 4^^85 

Frédéric (tilpe 903) 20^,78 
Double et^, à proportion. 

( Thaler de 30 silbergos (titre 760) 3^,7 1 

Argent. | g^^ ^^ convention (30 juillet 4838) 7^,39 

Le pied vaut 0,2864 mètre. 11 se subdivise en 40 pouces, 
100 lignes, 1000 points. La toise vaut 6 pieds, la perche 
10 pieds. 

Varpent de Slutlgard vaut 47,28 ares. 

Le fuder pour les liquides vaut 2140 litres. Il se divise en 
6 ohm, 96 immiy 960 maas, et 3840 schopf. 

Le scheffel des graines vaut 178,3 litres. Il se divise en 8 
mmt, 32 vierling ou unze, 128 achtel, 256 masslein. 

La livre vaut 467,8 grammes. Elle se divise en 32 loth et J2S 
drachmes. 



CHAPITRE VL 

PBOBIifiHBS. 



Problèmes dlYers* 

Probijèhe I. 4i8 mètres d'étoffes ont coûté 150 francs. Com- 
bien coûteront 60 mètres de la même étoffe ? 



Puisque 48 mètres d'étoffe ont coûté 150 francs, un seul mètre ceûiera 
3 fais mi 
150X60 



. iSOfr- 
48 fûts moins, sett --- — ; 60 mètres coûteront 60 fois plus qu^un mètre, soit 
48 



48 



. = 187,50. 



Problème IL 48 mètres 50 cent, d'étoffe ont coûté 157 francs 
45 c. Combien coûteront 62 mètres 32 cent. ? 

Je cherche d'abord le prix du mètre ; on sait que pour Vobtentr il faut 

diviser ta somme payée 157', 45 par la quantité d'étoffe achetée 48,5ni ; le 

157,45 
prix du fnètre est donc - ^ ^ . Connaissant le prix du mètre, il est facile 
48,5 

de calculer ce que coûtera une quantité quelconque d'étoffe ; il suffit de mui» 

tiplier le prix du mètre par cette quantité d'étoffe. Ainsi 62,3:2n coûteront 

48,5 

Pour abréger, on dispose le raisonnement de la manière fuivante : 

48,5m coûtent. . . 157,45 

157,45 
In» — — 

6i.«-. 'lÙ^^=m,zu 

48,5 
Dans le calcul, on a négligé les millièmes, ce qui donne le résultat à moins 
d'un denU-centième près. 

Problème m. On veut échanger 50 mètres d un drap qui 



166 LIVRE m. — CHAPITRE YI. 

vaut 42 francs 75 c. lemètre^ contre de la soie qui vaut 8 francs 
50 c. le mètre. Quelle quantité de soie doit-on recevoir en 
échange? 

La valeur des 50 mètres de drap est 12,75X50. On obtiendra la quantité 
de soie qui a même valeur en divisant cette somme par le prix du mètre 8,50» 
ce qui donne 

12.75X50 42,75XiOO 127» ^^ 
8,50 ■" 17 "" 17 "" • 

On a multiplié les deux termes de la fraction par 2, afin de remplacer 50 
par 100, ce qui simplifie les calculs. Ainsi on devra recevoir 75 mètres de soie 
en échange, 

Problëhe IV. Une locomotive, qui fait 6 lieues à l'heure , a 
employé 40 heures pour parcourir une certaine distance. 
Combien d'heures emploierait la locomotive pour franchir la 
même distance, si elle faisait 8 lieues à l'heure ? 

Puisque la locomotive parcourt 6 lieues dans une heure^ elle a parcouru en 
10 heures une distance 10 fois plus grande^ soit 6 X 10=60 lieues. Si 
maintenant la locomolive fait 8 lieues par heure, il lui faudra autant d'heures 
pour parcourir celte même distance que 8 lieues sont contenues de fois dans 
60 lieues. En divisant 60 par B, on trouve pour quotient 74-f . Ainsi, avec la 
nouvelle vitesse, la locomotive emploiera 7 heures et demie ou 7 heures 30 mt- 
mUe$ pour parcourir la distance donnée. 

PROBLàHE y. Une fontaine a mis 2 h. 52 m. 46 s. à remplir un 
bassin d'une capacité de 7 mètres cubes, 4-6 décimètres cubes. 
Combien de temps mettra-t-elle pour remplir un bassin d'une 
capacité de 42 mètreà cubes, 620 décimètres cubes ? 

Je réduis le temps en secondes ; la fontaine, en 10366 secondes, a rempli 

le premier bassin^ dont la capacité est de 7046 Htres ; elle donne donc en 

• 7046 

une seconde une quantité d'eau égale à litre, La capacité du second 

10366 

bassin est de 12620 litres ; autant de fois ce second bassin contiendra la 
quantité d'eau versée en une seconde, autant de secondes la fontaine em- 
ploiera pour la remplir. H faut donc diviser 12620 par — ^-^ , ce qui donne 

10366 

12620X10366 

—— =: 18566 8econdes=zb /». 9 m. 26«., en négligeant une fraction 

de seconde. 
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Problème VI. Deux fontaines coulent dans un bassin; la 
première, coulant seule , remplit le bassin en 5 heures; la se- 
conde, coulant seule, en 7 heures. On demande combien de 
temps les deux fontaines, coulant ensemble^ mettront pour 
rejpplir le bassin. 

ie prends pour unité de volume la capacité du bassin, La première fontmne, 
remplissant le bassin en U heures, donne en une heure une quantité d'eau 
marquée par la fraction | ; la seconde, remplissant le bassin en 7 heures, 
donne en une heure une quantité d'eau marquée par la fraction }. Les deux 
fontaineSt coulant ensemble, verseront en une heure une quantité d*eau égale à 
"s -{-T^sf * A^^ant le bassin contiendra de fois cette quantité d'eau versée 
en une heure , autant d'heures il faudra aux deux fontaines coulant ensemble 
pour remplir le bassin. Je divise donc \ par y|, ce qui donne le quotient 
^:=:i heures + j^. 

Je réduis cette fraction d'heure en minutes : puisqu'une heure vaut 60 
minutes, les Jl d'une heure valent les ff de 60 minutes, ce qui faii — 4^1=35™. 
Dans l'exemple actuel, on aurait pu opérer immédiatement la converston 
en multipliant les deux termes de la fraction par ^, ce qui fait || ou 55 minutes. 
Ainsi les deux fontaines coulant ensemble mettront S heures 55 minutes pour 
remplir le bassin. 



Problème VU. II faut 10 quintaux de foin pour nourrir 8 
chevaux pendant 45 jours. Combien de foin faudra-t-il pour 
nourrir 13 chevaux pendant 20 jours ? 

Je cherche d'abord ce que mange un seul cheval en un jour. 8 chevaux en 
i^ jours mangent 10 quintaux ou 1000 kilogr.; un cheval en 15 jours mange 

une quantité de foin 8 fois plus petite, soit —— ; un cheval en un jour mange 

8 

une quantité 15 fois plus petite, soit 



8X15 

Maintenant que l'en connaît ce que mange un cheval en un jour, si VoH mul- 
tiplie celte quantité par \3, on aura ee que mangent 13 chevaux en un jour ; 
si Von multiplie ensuite par W, on aura ce que mangent 13 chevaux en ^0 jours, 
Ainsij la quantité cherchée est, à moins d'un de,mi-kilogramme près, 

1000X43X30 _ 1000X13X10 _ 130000 _ 13000 _^ 
8X15 "" 4X15 "~ GO ^ 6 """ ^' 

Afin d'embrasser d'un seul coup d'œil la suite des raisonnements, on les dis- 
pose en tableau de cette manière : 
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8 chevaux en Va jours mangent 1000 le. de foin, 

1000 
«....«« 1» -g-, 

1000 
•••••'"* i^' 

13.... «,20 l^»?gi^=„67.. 



Problème VIII. Avec 28,5 k. de fil, on a fabriqué une pièce 
de toile ayant 120 mètres de longueur sur 4 mètre 25 cent, de 
largeur. Combien de mètres d'une toile semblable à la pre- 
mière, mais ayant 0,92 de largeur, pourrait-on fabriquer avec 
40k. de fil? 

dévalue les largeurs en centimètres , et Je cherche d'abord quelle longueur 
on pourrait fabriquer avec un kilogramme de fil, si la toile n*avait qu'un cen- 
timètre de largeur. La première toile a 125 centimètres de largeur; si elle 
n'avait qu*un centimètre de largeur, avec la même quantité de fil on en aurait 
fabriqué une longueur ISo fois plus grande, soit 130X125. Pour avoir ce 
qu^on aurait fabriqué avec un seul kilogramme , il faut diviser cette quantité 

120 X 125 
par 28,5, ce qui donne — 55-5— 

Pour avoir ce qu'on fabriquerait avec 40 kilogrammes de /!/, la largeur étant 

toujours d'un centimètre, il faut miUtiplier cette dernière quantité par 40, ce 

120X 125X40 

qui donne -— . Je suppose maintenant que la largeur de la toile 

28,5 N 

soit de 92 centimètres, la longueur deviendra 92 fois plus petite, soit 

120X125X^0 !20.25.I^0 ^^^ « . ...... . 

gg g^g^ = ^^^3 = 228'«,8, à moins d'un décimètre près. 

Je dispose en tableau les raisonnements : 

Avec i^, 5 de fil, la largeur étant 125'", on fabrique 140, 

. . . 28, 5. . . , 1. , 128X125. 

120X125 
• • • * *• ' "l8;5~' 



40. ... , 1. 



120X125X40 
28,5 ' 



120.125.40 ^^^ ^ 
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Intérêts siiupleii. 

Toute valeur s'appelle un capital ; on évalue les capitaux au 
moyen de Tunité de monnaie^ qui est le franc. 

Lorsque le propriétaire d'un capital en cède la jouissance, 
il exige, en échange de cette jouissance , un bénéfice que Ton 
nomme intérêt; le taux de l'intérêt est ce que rapporte le ca- 
pital cent francs par an. 

Pour combattre Fusure, la loi en France a fixé un maximum 
du taux de l'intérêt ; ce maximum est 5 pour 100-par an dans 
les transactions ordinaires, 6 pour 400 dans le commerce. 

Ordinairement l'intérêt d'un capital se paye chaque année 
et constitue une rente annuelle. 

Problème I. Quelle est la rente produite par un capital de 
iâ648 francs, placé à 5 pour 100 par an? 

Puisque 100 fr. rapportent 5 fr. par an, le capital un franc rapportera 

lôo 

5X12648 12648XS 



i 00 foie moinSy soit — — ; le capital 12648 fr. rapportera 1 2648 fois plus, soit 

= 632^40. 



100 "" 100 

Problème II. Quelle est la rente produite par un capital de 
687,50 f., placé à 4,25 pour 100 par an? 

4 25 
Pmsque 100 francs rapportent 4,25 par an, un franc rapporte -^. Pour 

avoir l'intérêt d'un capital quelconque, il faut évidemment multiplier Vintérét 
d'un franc par ce capital. Le capital 687,50 rapportera donc 
4,-25X687,50 687,50X4,25 ^^ ^ . ^ 
— m — " — m — =*^'*' ^'' 
en négligeant les millièmes. Ainsi : 

Règle I. Pour calculer Vintérét annuel d'un capital donné, 
multipliez le capital par le taux et divisez par 100. 
On divisera par 100 en reculant la virgule de deux rangs vers la gauche. 

Problème III. Quel est l'intérêt de 12648 fr. , placés à 5 pour 
100 par an pendant 8 mois ? 
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Vintérét d'un an est — — - — . Puisque 8 mois sont les -^ d'un a», Vin- 

8 
iérét de 8 mois sera les -— de Vintérét d'un an, toit 

i3648X5X8 _ ia648X3Xa _4ii6_ 
100X12 "" 100X3 "" 40 " '^ * 
Oit arrive au même réstdtat par une autre méthode , qui est souvent plus 
simple que la précédente : 

Intérêt d'un an, 1^^^^=632,40. 

L'intérêt dt 6 mois est de f de Vintérét d'un an 316,20 

L'intérêt de 2 mois est de | de l'intérêt de six mois . . . . i05,40 



L'intérêt de 8 mot* est la somme < « . 421,60 

Prorléme IV. Quel est Tintérêt de 6875 fr. , placés à 4,25 
pour 100 par an pendant 90 jours ? 



Intérêt d'un an ou de 365 jours* . 



e875X^>3S 
iOO ' 



^, ^ 6875X4,25 

d'un Jour . . —-- — -r^, 
100X365 

6*75X4,25X90 ^^^^ 

'''''''''- 100X365 =^^>Q^' 



Prohlème V. Quel est le capital qui , placé à 5 pour 100 par 
an, produit une rente de 854 fr. ? 
Pour avoir 5 fr. de rente, il faut un capital de 100 fr, ; pour avoir un franc 

de rente, il faut un capital 5 fois plus petit, soit -— - ; pour avoir 854 fr, de 

5 

rente, il faut un capital 854 fois plus grand, soit 

100X854 _ 854X100 _ 

5 "" 5 "" 

PkORLÈME VI. Quel est le capllal qui, placé à 4,75 pour 100 
par an, produit une rente de 342,60? 

La rente d'un capital quelconque est égale à l'intérêt d'un franc multiplié 
par le capital ; réciproquement, si Von divise la rente par Vintérét d'un franc 

4 75 

on obtiendra le capital. Dans l'exemple actuel, l'intérêt d'un franc est y--; 
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le capital cherché égale donc 

342,60 . —-—^j^^^—. 7122,63. 

RÈGLE II. Pour calculer le capital capable de produire une 
rente donnée, mullipliez la rente par 100 et divi$ezpar le taux 
de l'intérêt. 

Problème YII. Quel est le capital qui^ placé à 4^50 pour 100 

par an, rapporte 500 fr. en 228 jours? 

4 50X228 
Le capital un franc, en 228 iour< rapporte *^ -.,■, . Uinlérit d'un capi- 

100X369 

tal quelconque, pendant le même temps, ett égal à Vintérét d'un franc muHi- 

plié par ce capital ; donc on obtiendra le capital cherché en divisant 500 fr, 

par Vintérét d*un franc, ce qui fait 

. 4,50X228 _ 500X100X365 _ 

^^ • 100X365- 4,50X228 -*7^8*'^- 

Problème Vlll. A quel taux faut-il placer un capital de 8680 
francs pour qu'il produise une rente de 26i,28? 

Cherchez le taux de Vintérét, c'est chercher ce que rapportent 100 fr, en 
un an. 

5680 A*' rapportent. . . . 261,28 
261,28 
5680 

100 26f,28Xi00^!6lM0^ 

5680 568 

Il faut donc plaeet U capital A 4,60 p^ur 100 par an. 

Règle m. Pour calôulet le taux de l'intérêt, multipliez ta 
rente pur 100, et divisez par lé capital. 

Problème IX. Un capital de 6875 fr. a rapporté 72,05 en 
90 jours. A quel taux élail-îl placé? 

Cherchons encore ce que rapportent 100 francs en un an. 

6875 fr. en 90 jours rapportent, . 72,03 

72,05X363 

W. en W6 jours ' /^ , 



172 LI\RK III.— CHAPITRE VI. 

lAft fr ^ un nn 72^05X365X100 _ 



Problème X. Pendant combien de jours faut-il placer un ca- 
pital de 6875 fr. à 4,25 pour iOO par an pour qu'il rapporte 
72,05? 

6875X4,25 



6875 en un an rapportent. 



Id. en un jour. 



100 • 
6875X4.25 



100X365 

Autant de foi» Vintérét d'un jour sera contenu dans 72,05, autant de jour» 
on aura. Le nombre de jour» cherché est donc égal à 

72,05X365X100 



6875X4,25 



= 9(y Jours. 



Problème XL Trouver l'intérêt d'un capital de i2648 fr. 
placé à intérêt simple à 5 pour 100 par an pendant 4 ans et 
140 jours. 

Habituellement, l'emprunteur paye chaque année l'intérêt 
du capital. S'il n'en est pas ainsi, si l'emprunteur ne paye 
l'intérêt qu'après un certain nombre d'années, on peut calcu- 
ler l'intérêt total d'après deux conventions difTéreiites- Ou 
bien on convient que le capital restera le même pendant toute 
la durée du placement, de sorte que l'intérêt de plusieurs an- 
nées égale l'intérêt d'un an répété un certain nombre de fois : 
c'est là ce qu'on appelle intérêt simple. Ou bien à la fin de 
chaque année on ajoute au capital les intérêts de cette année, 
pour former un nouveau capital produisant intérêt pendant 
l'année suivante. Ainsi à la fin de la première année, on ajoute 
au capital primitif les intérêts de cette première année, ce qui 
donne un nouveau capital produisant intérêt pendant la se- 
conde année; on ajoute à ce second capital les intérêts de la 
seconde année, ce qui donne un nouveau capital produisant 
intérêt pendant la troisième année, et ainsi de suite. De cette 
manière , le capital augmente d'année en année : c'est là ce 
qu'on appelle prendre les intérêts composés. Nous nous occu- 
perons plus tard des questions qui se rapportent aux intérêts 
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composés; nous nous bornons, pour le moment, aux intérêts 
simples. 

12648XS ^^^ _ 
Intérêt d'un an ^^^ = 632,40. 

Intérêt de 4 ans 633,40X4= 2S29,60 

632,40X140 ^.^^^ 

Intérêt de 140 jours —3 =r 242,56 

o6a 



Uintêrêt de 4 an< ef U(S jours égale 2772,16 

Problême XII. Pendant combien de temps faut-il placer un 
capital de 1264^ fr., à intérêt simple à 5 pour 100 par an, pour 
qu'il produise 2772,16? 

12648X5 

En un an h capital produit . Autant de fois Vintérêt d'un an 

100 

sera contenu dans 2772,16, autant d* années nous aurons* Le temps cherché 

est donc 

2772,16X100 _ ., 24256 
12648X5 ^ '"^63240* 

On trouve 4 ans plus une fraction d*année* 

On convertira cette fraction d'année en jours, en la multipliant par 365, 
ce qui donne 

24256X365 , ,^ . 
Ainsi la durée du placement est 4 ans et 140 jours » 



Rentes sur PÉtat. 

La dette publique est de plusieurs sortes. Le quatre et demi 
pour cent est un titre portant un capital nominal de 100 fr. , et 
produisant 4,50 de rente. Le trois pour cent est un litre 
portant un capital nominal de 100 fr. , et produisant 3 fr. de 
rente. 

Problème XIII. Une personne achète du 4 et demi pour cent 
au cours de 95 fr. A quel taux place-t-elle son argent? 
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Acheter du 4-f4 pour cent au cours de 9K fr.f <^est aeheter pour 95 fr. 
une rente de 4,50. On dira donc 
le capital 95 fir, pvoduit une rente de 4,50 

4.50X100 

Le capital iOO fr oV =^>737. 

95 

On place donc i&n argent à 4,737 pour cent par an. 

Prorlém E XIV. Combien coûtent 500 francs de rente 3 pour 
cent, au cours de 70 fr. î 

3 /V*. de rente coûtent. . . 70 /V. 
600 'i>|52?=lie66.67. 



Problème XV. Si le A et demi pour cent est à 95 fr., quel 
devrait être le cours correspondant du 3 pour cent? 

4,50 de rente coûtent . . 95 fr. 
3 • 05X8 _ 



Dans le commerce, on appelle billet ou effet une obligation 
par laquelle un négociant s'engage à payer une certaine somme 
à une époque déterminée. 

Il est clair que la valeur actuelle d'un billet est moindre que 
la somme inscrite sur le billet, laquelle n'est exigible qu'au 
jour de l'échéance. Lorsque le détenteur d'un billet veut l'é- 
changer contre de l'argent comptant, il s'adresse ordinaire- 
ment à un banquier, qui lui fait subir une retenue que Ton 
nomme escompte. 

Le taux de l'escompte est la retenue que l'on fait subir à un 
billet de 100 francs payable dans un an. Ainsi, si le taux de 
l'escompte est de 6 pour cent par an , le banquier fera subir à 
un billet de 100 francs payable dans un an une retenue de 
6 francs; eu échange de ce billet, il donnera donc Oi francs 
comptant. 
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PROBLèME XVI. Escompter à 5 pour iOO par an un billet de 
3780 francs payable dans 90 jours. 

Escompte de 100 fr. pour unan. , . , , ^ fr, 

5X3780 



de 3780. 



100 



5X3780X90 
Sscon^^te de ^190 potêr 90 jûun .... ioox3g5 ^^^'^^ 

Le banquier fera subir au billet une retenue de 46^60 ; il donnera donc en 
échange du billet une somme de 3733,40. 



Règle. Pour trouver l'escompte commercial, on opère comme 
si Von calculait l'intérêt de la somme inscrite sur le billet depuis 
le moment actuel jusqu'à Véchéance. 

Questions sqr les sociétés. 

Problème XVII. Trois négociants se sont associés : le pre- 
mier a rais dans la société 12000 fr. , le second 10500 fr. , le 
troisième 7840 fr. A la fin de Tannée les bénéfices s'élèvent à 
6376 fr. Partager ce bénéfice proportionnellement aux mises. 

Le capital social ou la somme des mises est de 30340 fr. Ce capital a pro- 

6375 
duit un bénéfice de 6375 fr. ; à une mise d'un franc il revient donc » // 

90340 

suffit maintenant, pour auoir la part de chaque associé, de multiplier le bé- 
néfice d'un franc par sa mise de fonds. Ainsi : 

« . 6375X^2000 ^„^, ,^ 

Part (fi« 1" — -^^-- — =2521,42 

30340 

6375Xi0500 ^^^^ ^^ 

-*»*- 303i0 ^'^''^^ 

-.„3«.. «378X78iO^^ 3 

30340 

6375,00 
Il se présente ici une vérificalion ; en additionnant les parts on doit repro- 
duire le bénéfice total 

Problème XVIII. Trois associés ont fait un bénéfice de 
4250 fr. Le premier a mis dans la société 3000 fr. pendant 
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6 mois, le second 4000 fr. pendant 8 mois, le troisième 
2000 fr. pendant 10 mois. Partager le bénéfice proportionnel- 
lement au temps et au montant de chaque mise. 

Le premier a miê 3000 fr. pendant six mois ; c'est comme s'il avait mil 
3000X6=18000 rr./M^tfa»/ un mois. 

Le second a mis 4000 fr, pendant 8 mois ; c'est comme s'il avait nûs 
4000X8=32000 fr. pendant un mois. 

Le troisième a mis 2000 fr. pendant 1 mois ; c'est comme s'il avait mis 
2000x10=20000 fr. pendant un mois. 

La question est ainsi ramenée au problême précédent. On peut supposer 
que les trois associés aient ,mis dans la société, le premier 18000 fr., le se- 
cond 32000, le troisième 20000 fr. pendant le même temps : il faut r^artir 
le bénéfice proportionnellement aux mises. 

lâ50X18000 

Part du Ut — ^ ^ =321,43 

70000 

^ ^ 1250X32000 ^^, ,^ 

— du 2û»e — -— — =571,43 

70000 

^ ^ 1250 X20000 ^^^^^ 

— du 8û»e — — — =357,14 

70000 

1250,00 



Problème XIX. Un arrondissement, composé de quatre can- 
tons, ddt fournir à la conscription un contingent de 162 sol- 
dats. La population du prerfiier canton est de 30100 habitants, 
celle du deuxième de 28300, celle du troisième de 15200, et 
celle du quatrième de 74-00. Répartir le contingent entre les 
divers cantons d'après la population. 

La population totale de l'arrondissement est de 8 1000 habitants y ce qui fait 

81000 
un soldat pour - ,.^ ou pour .^00 habitants. Autant de fois la poinUation de 
162 

chaque canton contiendra 500, autant de soldats ce canton devra fournir. On 

trouve ainsi : 

^ . . 30J00 30100X2 ^^^ 

Pour le 1" canton -— — = --— -^- = 60,2, 

500 1000 

28300X2 

- le 2me .rr =S6,0, 

1000 

Ï5200X2 „^ , 

- '^^"^^ -1000- = ''''' 
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. . 7400X2 ,,« 

iooo — ^•••'• 

Mais la répartition entre les cantons doit évidemment être opérée en nombres 
entiers ; comme il est impossible dans ce cas de Veffectuer exactement, on la 
fera aussi exactement que possible. Si Von attribue d'abord 60 soldats au 
l«r canton, 56 au 2>ns 30 au 3m« et \A au A^* , il reste deux hommes qu*il 
s'affit d^attribuer à deux des quatre cantons. 

On pourrait croire au premier abord qu'il faut prendre en excès les deux 
nombre 56,6, et 14,8, qui renferment les fractions les plus fortes, ce qui 
ferait 57 soldats pour le 2«n« canton et 15 pour /e4m«. Mais on se tromperait 
en agissant ainsi. Car il ne faut pas considérer seulement la valeur absolue 
de l'augmentation du nombre fractionnaire, il faut encore comparer cette 
augmentation au nombre des habitants. 

Je prends en excès les quatre nombres fractionnaires. En prenant 61 pour 

le 1«' canton, V augmentation absolue serait 0,8, ce qui fait par habitant une 

0,8 
augmentation relative de ——-=0,00026. 

oUluU 

En prenant de même Vaugmentation relative à un habitant pour les autres 

cantons, on trouve : 

0,8 
Pour le 4«' canton, augmentation relative . . . 5777^ = 0,00026, 

- '-^-..•••- • 15^5=^'^^^*^' 

- ^'"^^ îS-o=''^^'^' 

- ^* 4««e .^ = 0,00027. 

On voit que les deux augmentations relatives les plus petites sont celles du 
i«r et du 2me canton. La meilleure répartition est donc de demander 61 sol- 
dats au 1er canton, 57 au 2me, 30 au 3m«, 14 au 4««. 



^aefttions sur les mélftnfl^es et lès allla|r*^* 

Problème I. On mélange 80 litres de vin à 50* le litre avec ' 
iOO de vin à 35<^ le litre. Quelle sera la valeur d'un litre de 
mélange? 

80 litres du 1*' vin valent. . . . 0,50X80 =40 fr. 

100 ... dtf âme 0,35X100=35 

180 titres de mélange valent . . . 40+35 =75 

12 
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75 
1 litre dé mélange vaut, , . .----z=:0\Ailfàundemi^llièmeprèt. 
180 



Problème II. Dans quel rapport faut-il mélanger deux vins 
qui valent Tun 45" le litre, Tauire 33% afin d'obtenir un mé- 
lange valant 40*" le litre? 

TécrU les prix des deux vIm à mélanger, et en regard à gauche le prix du 
mélange. 

{ 43 --... ,^-' 7 
I 33 ^.,-^ •••*^, 5 

Je prendt les diféreneeê entre le nombre 40 et les deux wmbree 45 «/ 33, 
et j* écrie les différences ^ et 1 en croix. Je dis qu'en mélangeant 7 litres du 
premier vin avec 5 litres du second, on formera le mélange demandé. En 
effet, comme on vend le mélange AO*, chaque litre du premier vin que Von 
introduit dans le mélange occasionne une perte de 5' ; chaque litre du second 
vin produit au contraire un gain deV. Si donc on mélange 7 litres du pre- 
mier vin avec 5 litres du second, il y aura, d'une part, une perte 5X7, 
d'autre part un gain 7X5. la perte est égale au gain et le mélange vaut bien 
40° le litre. 

On indique ordinairement la composition d'un mélange en indiquant les 

quantités des substances mélangées qui entrent dans la composition d'une unité 

du mélange. En mélangeant 7 litres du premier vin avec 5 litres du second, 

on fait 12 litres de mélange. Un litre de mélange est donc formé de 

7 5 

— du premier vin et de — du second. 
12 12 



Problèbie III. Combien faut-il mélanger de vin à 45^ le litre 
et de vin à 35^ pour former i 50 litres de mélange à 40^? 

En appliquant la régie précédente^ on trouve que, pour former un litre du 

mélange, il faut prendre —-du premier vin et — du second. Pour former 150 
it 12 

litres de mélange^ il faudra prendre des quantités 150 fois plus grandes, 

soit 

Du i^' vin ^^^^ = 87,5, 



DU, ^^ vin ;. 5^^=62,5. 



12 

X15 

12 
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ProbiImb IV. Combien faut-il mélanger de vin à 45<' le litre 
avec 28 litres de vin à 33% pour former un mélange à 40<^? 

D'après la règle pratique, on forme le mélange demandé en mélangeant 
7 litres du premier avec 5 litres du second. 
Avec 5 litres du second vi/i, il faut mettre 7 litres du premier, 

-< i 

7X28 7X56 

Avec 28 litres du second vin —r. — = -—r— = 30^,2. 

5 10 



Problème V. Combien faut-il mettre d'eau dans 125 litres 
de vin à 50% pour que le prix du mélange s'abaisse à 42^ î 

On peut considérer Veau comme du vin à 0% et alors la question se traite 
comme la précédente. 

I .,..-- \^ 8 

Dans 42 litres de vin, il faut mettre 8 litres éTeau, 

^ 1 .1. 

42 

-12S ?>5i?!r:2y.8. 

42 ' 



Problème VI. On forme le laiton en fondant ensemble 30 
kilogrammes de zinc avec 70 de cuivre. Le kilogramme de 
cuivre valant 2%70, et le kilogramme de ziac0,90, on demande 
le prix du kilogramme de laiton. 

Un kil. de laiton étant composé de 0^,7 de cuivre et de 01^,^ de zinc, 

01^,7 de cuivre coûtent 2,70X0,7= 1,89, 

,3 de zinc 0,90X0,3~ 0,27, 

1^ de laiton coûtera 2,16. 

Problème VU. Le bronze des canons et des statues est formé 
de 11 parties d'élain et de 100 parties de cuivre. Combien un 
canon pesant 1200*" conUent-il de cuivre et d'étain? 

Problême VIII. On obtient le métal des cloches en fondant 
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ensemble iiO kilogr. d'étaîn avec 390 de cuivre^ 5 de zinc et 
A de plomb. Quels poids de ces différents métaux faut-il mettre 
dans le creuset pour faire une cloche pesant 5000 kil. ? 

Problème IX. On a fonda ensemble deux lingots d'argent; 
le premier, au titre 0,92, pèse 1240 grammes; le second, au 
titre 0,80, pèse 786 gr. On demande le titre du lingot ainsi 
obtenu. 

Les lingots d'argent contiennent ordinairement une petite 
quantité de cuivre. On appelle titre du lingot la quantité d'ar- 
gent pur que renferme un gramme du lingot. 

Le premier lingot contient, . . 0,92X1240=1140,80 d'argent pwr. 

Le second 0,.80x 786= 628,80 

Le nouveau pète 2026 gr. et contient, .... 1769,60 d'argent, 

1769,60 
1 gr, du nouveau lingot contient n 0,873 à un demi-mllième prés* 

Tel est le titre du nouveau lingot. 

Problème X. On a deux lingots d'argent; Tun au titre 0,95, 
l'autre au titre 0,76. Dans quel rapport faut-il les allier pour 
former un lingot au titre de 0,90? 

On traitera cette question comme une question de mélange. On écrira les 
titres des dewc lingots, et en regard le titre de Valliage; puis on prendra les 
deux différences que Von écrira en croix, 

( 95 '^-.. ,..-^ ^^ 

( 76 ,..-"• \ 5 

// faut allier 14 gr, du premier lingot avec 5 gr, du second. En effet, pour 
chaque gramme du premier lingot que Von met dans le creuset, il y a un 
excès de 0,5 d'argent pur ; pour chaque gramme du second lingot, il y a au 
contraire un déficit deO,iA d'argent pur. Si on allie 14 gr. du premier lin- 
got avec 5 gr, du second, Vexcès et le déficit sont égaux, et Von obtient un 
nouveau lingot qui est exactement au litre 0,90. 

Problème XL Un lingot d'argent, au titre 0,94, pèse 3480 
grammes. Combien faut-il ajouter de cuivre pour que le titre 
s'abaisse à 0,90? 
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Le lingot contient 0,94X3450=3243 d'argent pur; pour que le titre 

3243 
devienne 0,90, il faut que le Hngot pèse r-^= 3603,33. On ajoutera donc 

lo3,33 de cuivre. 

PROBiiiMK Xlï. Quelle est la valeur d'un kilogramme d'argent 
pur, au change des monnaies ? 

Le titre des monnaies est 0,90. La loi a fixé à 2 francs le prie de fabrica- 
tion d'un kilogramme d'argent monnayé. 

Vn kilogramme d'argent monnayé ne renferme que 900 grammes d'argent 
pur : ces 900 grammes valent, non pas 200 francs, puisqu'il y a ^ francs de 
frais de fabrication, mais 198 fr. Un kilogramme d'argent pur vaut donc 
i 98X1 000 



900 



- = 220 fr. 



Problème XIII. Quelle est la valeur d'iui kilograniuie d'or 
pur, au change des monnaies? 

D'après la loi, la monnaie d^or a une valeur 15 fois et demie pJus grande 
que la monnaie d'argent, à poids égal. Le prix de fabrication du kilogramme 
de monnaie d'or a d'ailleurs été fixé à 6 fr. 

Un kilogramme d'or monnayé ne renfenne que 900 grammes d'or pur, qui 
valent 200x1^,^—6=3094 francs. Un kilogramme d'or pur vaut donc 
3094X1000 

900 \ 

Problème XIV. On demande à quelle valeur s'élève la tolé- 
rance des poids sur les différentes pièces d'argent. 

Problème XV. On demande à quelle valeur s'élève la tolé- 
rance du poids sur les différentes pièces d'or. 

Problème XVI. On demande à quelle valeur s'élève la to- 
lérance du titre pour les pièces d'or et d'argent. 

On demande quelle est la plus grande et la plus petite valeur 
que puissent avoir les pièces d'or et d'argent, en tenant compte 
de la tolérance du poids et du titre. 
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Prorlëme XVII. Combien payerait-on, au change des mon- 
naies^ un vase d'argent au premier titre, pesant 475 grammes? 

La loi ne reconnaît que deux titres pour ks ouvrages d'argent.. Le premier 
titre est de 0,950, le second 0,800. Elle tolère 5 millièmes d'erreur. 

Problème XVIII. Combien payerait-on, au change des mon- 
naies, un vase d'or au troisième titre, pesant 475 grammes? 

La loi reconnaît trois titres pour les ouvrages d'or. Le premier titre est 
0,92 le second, 0,840, le troisième 0,750. Elle tolère 3 millièmes d^erreur. 
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Carréfi* 



fl§6. Od appelle puissance d'un nombre le produit de plu- 
sieurs facteurs égaux à ce nombre^ et^ pour simplifier la nota- 
tion^ on indique par un exposant le nombre des facteurs. La 
seconde puissance, ou le produit de deux facteurs égaux, pprte le 
nom spécial de carré, parce que le nom))rc d'unités de surface 
contenues dans la ligure géométrique nommée carré est égala 
la seconde puissance du nombre d'unités de longueur contenues 
dans le côté de figure. Je rappelle^ en effets la manière dont 
j'ai fait Yoir^ dans Ip système métrique^ que le décamètre carré 
vaut cent mètres carrés. Je conçois un carré dont le côté ait 5 
mètres de longueur : on peut décomposer ce carré en cinq 
bandes renfermant chacune cinq petits carrés ou 5 mètres 
carrés, et la figure entière contient S fois 5 ou 5* mèj;res 
carrés. 

Ainsi on appelle carré d'un nombre le produit de ce nombre 
multiplié par lui-même. Les carrés des nombres entiers consé- 
cutifs forment les nombres carrés. 

1, 4, 9, 16," 25, 36, 49,^ 64, 81, iOO,... 
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IST. Théorème I. On élève au carré V unité suivie dCun 
certain nombre de zéros, en doublant le nombre des zéros. 
Ainsi les carrés de iO, 100,, 1000,... sont 100, 10000, 
1000000,.... 

158. Thèorèue il On élève au carré le produit de plusieurs 
facteurs, en élevant séparément chaque facteur au carré. Par 
exemple 

(5 X 8)'=(5 X 8) X (5 X 8) = 5 X 8 X 5 X 8 = 5* X 8«. 

Corollaire. Pour élever au carré un nombre entier terminé 
par des zéros, on peut négliger d'abord les zéros, puis en ajouter 
un nombre double à la suite du résultat. En effet : 

(70)* = (7 X 10)» = 7« X 10* = i9 X 100=4900. 

159. Théorème III. On élève au carrelé produit de plusieurs 
nombres affectés d'exposants quelconques, en doublant tous les 
exposants. Ainsi 

(5»X8*)*=(5'X8*)X(5»X8«)=5»X8«X5*X8« = 5«X8*. 

' 190. Théorème IV. On élève une fraction au carré, en éle- 
vant au carré chaque terme séparément. En effet 



(!) 



S*_5 5_8XS_5« 
~7^7~7X7~7"' 



Pour élever au carré un nombre fractionnaire, on le met 
d'abord sous forme de fraction. 

Corollaire. Le carré d'une fraction ordinaire irréductible 
est une fraction irréductible dont les deux termes sont des nom- 
bres carrés. En élevant au carré la fraction irréductible ||, on 
forme une fraction ~, qui est aussi irréductible ; car lorsque 
deux nombres, 10 et 21, sont premiers entre eux, leurs carrés 
sont aussi premiers entre eux. De plus, les deux termes de la 
nouvelle fraction sont des nombres carrés. 



I 



I 
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491. Remarque. Le carré d'un nombre plus grand que 
Tunilé est plus grand que ce nombre; car, le multiplicateur 
étant plus grand que Tunité, le produit est plus grand que le 
multiplicande. 

Au contraire, le carré d'un nombre plus petit que Tunité est 
plus petit que ce nombre. 

Lorsqu'un nombre augmente, son carré augmente ; car les 
deux facteurs du produit augmentant, il est clair que le produit 
augmente. Lorsqu'un nombre diminue, son carré diminue. 

1193. Théorème Y. Lorsquun nombre entier n*est pas un 
nombre carré, il n'eanste pas de nombre fractionnaire qui, 
élevé au carré, reproduise ce nombre entier. 

Soit un nombre entier 28 non carré ; ce nombre est compris 
entre les deux carrés consécutifs 25 et 36. Il n'existe pas de 
nombre entier qui, élevé au carré, reproduise 28; le nombre 
5 donne un carré trop petit, le nombre 6 un carré trop grand. 
Mais n'existe-t il pas entre 5 et 6 un nombre fractionnaire dont 
le carré reproduise exactement le nombre 28? Je suppose que 
le nombre 5 plus une fraction irréductible ^ jouisse de cette 
propriété; en mettant ce nombre fractionnaire sous forme 
de fraction, la fraction j ainsi obtenue est aussi irréductible; 
car si on pouvait la simplifier, en extrayant les entiers, on 
retrouverait 5 plus une fraction égale à la fraction irréduc- 
tible I et plus simple que celle-ci, ce qui est impossible. Le 
carré de la fraction irréductible ^ est aussi une fraction irré- 
ductible^; donc ce carré ne peut être égal à un nombre 
entier 28. 

1193. Théorème VI. Lorsque les deux termes d'une fraction 
ordinaire irréductible ne sont pas des nombres carrés, il n existe 
pas de fraction qui, élevée au carré, reproduise exactement la 
fraction proposée. 

Soif, par exemple , la fraction ^ dont le numérateur n'est 
pas un nombre carré. Je veux démontrer que cette fraction 
ne peut être égale au carré d'une fraction, que je supposerai 
réduite à sa plus simple expression, et que je représenterai par 
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Je considère maintenant un nonibre plus grand que 100, par 
exemple, 4587. 



4 5.8 7 


07 


36 


127 


9 8.7 


7 



889 889 



98 
Le plus grand carré contenu dans 'ce nombre étant au moins 
égal à 100^ la racine cherchée est au moins égale à 10; elle 
se compose donc d*un chiffre des unités et d'un certain nom- 
bre de dizaines. Le nombre proposé contient le carré de la 
racine, plus le reste ; or, le carré de la racine, diaprés ce qui 
a été dit, est formé de trois parties : le carré des dizaines, le 
double produit des dizaines par les unités, le carré des unités. 
La première partie, le carré des dizaines, exprimant des cen- 
taines, doit être contenue dans les lo centaines du nombre 
proposé ; je vais démontrer ce théorème général : La racine 
du plus grand carré conlenu dam les centaines d'un nombre 
exprime les dizaines de la racine de ce nombre. 

Le nombre 45 est compris entre les deux carrés consécutifs 
36 et 49, carrés de 6 et de 7. Le nombre proposé 4587 con- 
tient donc 36 centaines ou le carré de 60; il ne contient pas 49 
centaines ou le carré de 70. 11 en résulte que la racine cherchée 
est ou 60, ou un nombre plus grand que 60, mais plus petit 
que 70; en un mot, le chiffre des dizaines de la racine est 6. 

On connaît les dizaines de la racine; si du nombre proposé 
on retranche le carré des dizaines 3600, le reste 987 ne renferme 
plus que les deux autres parties du carré, savoir : le double pro- 
duit des dizaines par les unités, ou le produit de 12 dizaines par 
le chiffre des unités, et le carré des unités. La première partie, 
exprimant des dizaines, est contenue dans les 98 dizaines; 
mais ce produit n'est pas nécessairement le plus grand mul- 
tiple de 12 contenu dans 98 ; car 98 contieçnt en outre les 
dizaines de retenue fournies par le carré des unités et par le 
reste. En divisant 98 par 12, on trouve 8 pour quotient; le 
chiffre des unités est donc 8 ou un chiffre plus petit. J'essaye 
8 ; pour cela j'écris 8 à la droite de 12, et je multipHe le nom- 
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bre i^6y ainsi formée par 8; le produit 1024 se compose du 
produit de 12 dizaines par 8, c'est-à-dire du double produit 
des dizaines par les unités, et en outre du produit de 8 par 8, 
c'est-à-dire du carré des unités. Or la somme de ces deux 
parties doit être contenue dans 987; puisque 1024 est plus 
grand que 987^ on en conclut que le chiffre 8 est trop fort. 
J'essaye 7 de la même manière, en multipliant 127 par 7; le 
produit 889 étant contenu dans 987, le chiffre 7 est bon; c'est 
bien le chiffre des unités de la racine. Ainsi la racine du plus 
grand carré contenu dans le nombre 4887 est 67, et il y a un 
reste 98. 

VOO. Soit encore à extraire la racine du plus grand carré 
contenu dans le nombre 458732. 

4 5.8 7.3 2 
36 
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127 

7 


1 34 7 

7 



9 8.7 

889 889 9429 



9 8 3.2 
9429 



403 

On raisonnera comme précédemment: ce nombre étant plus 
grand que 100, la racine est égale ou supérieure à 10, et par 
conséquent se compose d'un chiffre des unités et d'un certain 
nombre de dizaines. En vertu du théorème démontré, on 
obtiendra les dizaines de la racine en extrayant la racine du 
plus grand carré contenu dans les 4587 centaines. 

Je reprends d'ailleurs la démonstration du théorème, afin 
d'en bien faire comprendre la généralité. Je désigne par a la 
racine du plus grand carré contenu dans les centaines du 
nombre proposé; ce nombre contient a* centaines, ou le carré 
de a dizaines; il ne contient pas (a+1)* centaines, ou le carré 
de a+i dizaines. Donc la racine cherchée est ou a dizaines, ou 
un nombre plus grand que a dizaines, mais plus petit que a+i 
dizaines. En un mot, a exprime exactement le nombre des 
dizaines de la racine. 
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Il s'agit donc d'extraire la racine du plus grand carré con- 
tenu dans le nombre 4587. Ce nombre étant plus grand que 
iOO, la racine est égale ou supérieure à iO, et par conséquent 
se compose d'un chiffre des unités et d'un certain nombre de 
dizaines. On obtiendra les dizaines de la racine en extrayant 
la racine du plus grand carré contenu dans les 45 centaines. 
En répétant les raisonnements du numéro précédent, on 
trouve que 67 est la racine du plus grand carré contenu dans 
le nombre 4587, et qu'il y a un reste 98. Ainsi la racine du 
nombre 458732 se compose de 67 dizaines et d'un chiffre des 
unités que je vais déterminer. 

Si du nombre proposé on retranche le carré des 67 dizaines, 
il reste 98 centaines, qui, ajoutées aux 32 unités, donnent 9832. 
Ce nombre renferme le double produit des dizaines par les 
unités; on divisera donc 983 par le double de 67 ou par 134, 
ce qui donne pour quotient 7. Le chiffre des unités est ou 7 ou 
un chiffre plus petit. On essayera 7, en écrivant 7 à la droite 
de 134 et multipliant 1347 par 7; le produit 9429 étant plus 
petit que 9832, le chiffre 7 est bon. Ainsi la racine cherchée 
est 677, et il y a un reste 403. 

De ce qui précède on conclut : 

Règle. Pour extraire la racine carrée du plus grand carré ^ 
contenu dans un nombre entier y on partage ce nombre en tran- 
ches de deux chiffres à partir de la droite, la dernière tranche 
à gauche pouvant d'ailleurs ne renfermer qu'un chiffre. On 
extrait la racine du plm grand carré contenu dans la première 
tranche à gauche, ce qui donne le premier chiffre de gauche de 
laracine cherchée. On retranche ce plus grand carré de la pre- 
mière tranchcy et à la droite du reste on abaisse la tranche sui- 
vante; on sépare le premier chiffre de droite, et on divise le 
nombre ainsi formé par le double du chiffre déjà obtenu à la 
racine; le quotient est le second chiffre de laracine ou un chiffre 
trop fort. On essaye ce chiffre en récrivant à la droite du double 
du premier chiffre, multipliant le nombre ainsi formé par le 
chiffre que l'on essaye, et retranchant ce produit du nombre 
obtenu par l'abaissement de la seconde tranche. Si la soustracr 
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tion est possible, le ehifl're essayé est bon; si elle n'est pas pos- 
sible, ce thiffre est trop fort, et alors on essaye le chiffre infé- 
rieur d'une unité. Quand on a trouvé le second chiffre de la 
racine^ à la droite du reste on abaisse la tranche suivante, on 
sépare le premier chiffre de droite, et on divise le nombre ainsi 
formé par le double de la partie déjà obtenue à la racine. On 
continue de cette manière jusqu* à ce quon dit abaissé toutes les 
tranches. 

Quand on effectue les soustractions en même temps que les 
multiplications^ on dispose l'opération de cette manière : 

677 



4 5.8 7.3 2 

9 8.7 

9 8 3.2 

403 

J'applique la règle à l'exemple suivant : 
5.3 2.3 7.8 1.0 9 ! 2 3 073 



127 4 347 



13.2 143460746143 

3 3.7 8.1 
1 5 3 2 0.9 
14780 

On voit qu'il y a autant de chiffres à la racine qu'il y a de 
tranches dans le nombre proposé. 

Preuve. Si l'on élève au carré la racine trouvée et si l'on 
ajoute le reste, on doit retrouver le nombre donné. 

Remarques. 

HWL. Remarque I. Soit à extraire la racine du plus grand 
carré contenu dans le nombre 237. 



2.3 7 


18 


13.7 


24 


96 


4 


H 


96 


29 





12 
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En appliquant la règle précédente^ après avoir déterminé 
le premier chiffre 1 de la racine^ on divise 13 par le double des 
dizaines % ce qui donne 6 pour quotient; le chiffre des unités 
est 6 ou un chiffre plus petit. Je divise ce même nombre 13 
par le double des dizaines plus un^ c'est-à-dire par 3^ je trouve 
4 pour quotient; je dis que le chiffre des unités de la racine 
est 4 ou un chiflîreplus grand. En effet, le nombre 137, conte- 
nant le produit 30x4, contient à plus forte raison le produit 
plus petit 24x4; le carré de 14 est donc contenu dans le 
nombre proposé, et par conséquent la racine cherchée est 14 
ou un nombre plus grand. J'essaye 4; pour cela, de 137 je 
retranche 24x4, il reste 41 ; le nombre proposé contient le 
carré de 14 plus 41. On sait que le carré de 15 égale le 
carré de 14, plus deux fois 14, plus 1, et par conséquent égale 
le carré de 14 plus 29; le reste 41 étant plus grand que 29, le 
nombre proposé contient le carré de 15: le chiffre 4 est donc 
trop faible; j'essaye 5; pour cela, de 41 je retranche 29, il reste 
12; le nombre proposé égale le carré de 15, plus 12; ce nou- 
veau reste étant plus petit que deux fois 15, plus 1, le nombre 
proposé ne contient pas le carré de 16. Le plus grand carré 
contenu dans le nombre proposé est donc le carré de 15; la 
racine cherchée est 15, et il reste 12. 

Ainsi, lorsquon a trouvé un ou plusieurs chiffres de la ra- 
due et quà la droite du reste on a abaissé la tranche suivante 
et séparé le premier chiffre, si l'on divise le nombre ainsi formé 
par le double de la partie déjà trouvée à la racine, plus un, le 
quotient est le chiffre suivant de la racine, ou un chiffre trop 
faible. On essaye ce chiffre en l'écrivant à la droite du double de 
la première partie, multipliant le nombre ainsi formé par le 
chiffre que Von essaye et retranchant ce produit du . nombre 
obtenu par l'abaissement de la seconde tranche. Si le reste est 
plus petit que le double du nombre obtenu à la racine en pre- 
nant le chiffre que l'on essaye, ce double étant augmenté de un, 
ce chiffre est bon. Si le reste est égal ou supérieur, le chiffre 
essayé est trop faible, et alors on essaye te chiffre supérieur 
d'une unité; pour cela, on retranche du reste précédent ce dou- 
ble plus un. 
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V09. Remarque If. En combinantles deux méthodes^ c'est- 
à-dire en divisant le nombre séparé par le double de la partie 
obtenue à la racine ou par ce double plus un^ on obtient deux 
quotients qui comprennent entre eux le chiffre cherché. J'ap* 
plique à un exemple : 

1668 



25 326 3328 



2.7 8.5 0.2 4 
17.8 

53 

31 

2 2 5.0 
29424 
2800 

Le premier chififre delà racine est 1. En divisant 17 par 2 ou 
par 3, on trouve les quotients 8 ou 5; le second chiffre est l'un 
des quatre nombres 5, 6, 7, 8. J'essaye 5; le reste 53 étant plus 
grand que 31, le chiffre 5 est trop faible. De 53 je retranche 
31, le nouveau reste 22 étant plus petit que 33, le chiffre 6 
est bon. En divisant 225 par 32 et par 33, on trouve les quo- 
tients 7 et 6; le troisième chiffre de la racine est 6 ou 7. J'essaye 
6; le reste 294 étant plus petit que 333, le chiffre 6 est bon. 
En divisant 2942 par 332 et par 333, on trouve le même 
quotient 8; le quatrième chiffre de la racine est 8 sans ambi- 
guïté. 

HOB. Remarque III. A mesure qu'on avance dans l'opéra- 
tion, l'incertitude se restreint de plus en plus; car, à partir 
du second chiffre de la racine, ou même à partir du premier, 
si ce premier est égal ou supérieur à 5, les deux divisions, par 
lesquelles on détermine chacun des chiffres suivants, donnent 
le même nombre entier ou deux nombres entiers consécutifs. 
En effet, dans l'exemple précédent, pour déterminer le troi- 
sième chiffre de la racine, on a divisé 225 par 32 ou par 33. 
Je prends la différence des deux quotients complets: 

225 225 225X33— 225x32 _ 225 ^ 

"32^"~"33""~ 32X33 ~33x32 32* 

13 
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Le second quotient complet ^ est nécessairement plas petit 
que 10; d'autre part; le dénominateur 32^ double d^n nombre 
de deux chiffres, est plus grand que 10 ; donc la différence 
des deux quotients complets est plus petite que Tunité^ et 
par conséquent ces deux quotients sont compris entre deux 
nombres entiers consécutifs, ou bien ils comprennent entre 
eux un seul nombre entier. Dans le premier cas, les parties 
entières des deux quotients sont les mêmes, et Ton a le chiffre 
de la racine sans ambiguïté; dans le second cas, les parties 
entières sont deux nombres entiers consécutifs: il y a incer- 
titude entre ces deux nombres seulement; un essai décidera. 

Dans le calcul du quatrième chiffre delà racine, la diffé- 
rence des deux quotients complets étant plus petite que ^, il 
est très-probable que ces deux quotients offriront la même 
partie entière, et que par conséquent on aura le quatrième 
chiffre sans ambiguïté. ^ 

Lorsque le premier chiffre de la racine est égal ou supérieur 
a 5 , la même propriété se manifeste déjà dans le calcul du 
second chiffre; car, dans ce cas, la différence des quotients 
complets est , même pour le second chiffre , plus petite que 
Tunité. 

Ainsi, quand on calcule une racine carrée, à partir du se- 
cond chiffre, ou même à partir du premier si ce premier est égal 
ou supérieur à 5 , wn seul essai au plus suffit pour déterminer 
chacun des chiffres suivants. 

Baeiiies cajrrées luconuiàeBBiiralileil. 

904. Nous avons yu (n<»i92) que, lorsqu'un nombre entier, 
comme 28, n'est pas un nombre carré, il n'existe pas de nom- 
bre fractionnaire qui, élevé au carré, reproduise exactement 
ce nombre. Mais on peut trouver deux nombres fractionnaires 
qui diffèrent entre eux aussi peu qu'on veut, et dont les carrés 
comprennent le nombre donné, c'est-à-dire soient, l'un plus 
petit, l'autre plus grand que ce nombre. 

Je me propose, par exemple, de déterminer deux nombres, 
qui ne diffèrent entre eux que de ~y et dont les carrés com- 
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prennent le nombre 28. Pour cela , je meto ce nombre sous la 
forme 

^„ Î8xia* 4032 

En extrayant la racine du plus grand carré contenu dans 4032, 
on trouve que ce nombre est compris entre les carrés des deux 
nombres entiers consécutifs 63 et 64. Je compare maintenant 
les trois fractions 

ey 4032 64»^ 

12*' 12*' 12»' 

le dénominateur est le même, le numérateur de la aecoade 
est compris entre les numérateurs des deux autres finetioiis : 
donc la première fraction est elle-même comprise ^atre las 
deux autres. Ainsi les carrés des deux nombres fractionnaires 
^ et ~, qui ne diffèrent entre eux que de —, comprennent 
le nombre donné 28. 

En général , si Ton met le nombre donné A sous la forme 

A N^yit 

— ^— (n étant un nombre entier quelconque), et si Ton extrait 
la racine du plus grand carré contenu dans le produit A x n% 
on trouve deux nombres fractionnaires - et . qui ne 

1 
diffèrent entre eux que de -, et dont les carrés comprennent A. 

Comme le nombre n peut être pris aussi grand qu'on veut, 
les deux nombres fractionnaires, dont les carrés comprennent 
le nombre donné, différeront aussi peu qu'on voudra. 

Chacun des nombres fractionnaires - ou , qui diffèrent 

entre eux aussi peu qu'on veut et dont les carrés comprennent 
A, est ce que Ton appelle la racine carrée de A; on le désigne 
par le symbole i/A, 

!tOS. n est aisé de voir que le nombre fractionnaire dé- 
signé par \/Xçsi un nombre incommensurable, c'est-à-dire 
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qu'il peut représenter une grandeur incommensurable avec 
une approximation aussi grande qu'on veut (n** 438). 

En effets si Ton considère les nombres dont les carrés sont 
inférieurs à A , ceux dont les carrés sont supérieurs à A , et si 
Ton suppose que ces nombres représentent des grandeurs de 
même espèce^ on a deux séries de grandeurs commensiirables, 
telles que les grandeurs de la première série sont plus petites 
que celles de la seconde série ^ et que la différence entre une 
grandeur de la première série et une de la seconde peut 
être rendue aussi petite qu'on Teut; il existe donc entre 
les deux séries de grandeurs commensurables une grandeur 
incommensurable unique et déterminée que Ton peut re- 
garder comme la limite commune des deux séries de grandeurs 
commensurables. Puisque cette grandeur est comprise entre 

les deux grandeurs - et -Ï-» elle diffère de chacune d'elles 

4 
d'une quantité plus petite que ^, et par conséquent elle est 

exprimée par l'un ou Tauf re des deux nombres - et -^ avec 

n n 

4 

une erreur moindre que - ; en un mot^ la grandeur incom- 
mensurable est représentée par le nombre incommensu- 
rable i/A . 

90S. On peut prendre le nombre n assez grande non-seule- 
ment pour que les nombres - et -^ diffèrent entre eux aussi 

peu qu'on voudra^ mais encore pour que leura carrés eux-mêmes 
diffèrent entre eux aussi peu qu'on Toudra. En effet ces deux 
carrés ont pour différence 

(a+j)i— a> _ 2a+i 

Le numérateur étant plus petit que 2a+ 2, c'est-à-dire que 
(a+4) X 2; cette différence est moindre que l — , ou que 

-^ X -. Supposons qu'il s'agisse du nombre 28, compris 
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entre 5 et 6 ^ la quantité — ï— est au plus égale à 6; par con- 

2 
séquent la différence des carrés est moindre que 6x- ou 

que — ; on pourra donc prendre n assez grand pour que cette 

différence soit moindre qu'une quantité donnée^ si petite qu'elle 

soit. Aussi les carrés des nombres fractionnaires - et -^, 

n n 

diffèrent entre eux, et par suite du nombre A qu'ils com- 
prennent, aussi peu qu'on voudra. 

n résulte de là que le carré du nombre fractionnaire variable 
désigné par i/X^ sans être rigoureusement égal à A, en diffère 
aussi peu qu'on veut; c'est là une sorte d'égalité par approxi- 
mation indéfinie qu'on ne distingue pas en mathématiques de 
régalité absolue. 



Remarque. 

90T. Quand on a extrait la racine carrée du plus grand 
carré contenu dans un nombre entier, on connaît deux nom* 
bres entiers consécutifs, entre lesquels est comprise la racine 
du nombre proposé. Il est aisé de voir, à l'inspection du reste^ 
duquel de ces deux nombres elle est le plus rapprochée. 

Soit, par exemple, le nombre^, dont la racine est comprise 
entre 5 et 6 ; ce nombre contient le carré de 5 , plus le reste 3. 
Formons le carré de 5 + 1; ce carré, d'après ce qui a été dit, 
comprend trois parties : le carré de 5 ou 25; le double produit 
de 5 par |, c'est-à-dire 5; enfin le carré de |, ou \. Ainsi le 
carré de 5 -(- 1 surpasse le carré de 5 de 5 + f- En général, 
quand on ajoute une demi-unité à un nombre, son carré aug- 
mente du nombre luirmême plus un quart. Si donc le reste 
est égal ou inférieur à la partie entière de la racine, la partie 
fractionnaire sera moindre qu'une demi-unité. C'est ce qui a 
lieu dans l'exemple actuel : le reste 3 étant inférieur à 5, la 
racine est plus petite que 5 -|- | ; on prendra S par défaut, à 
moins d'une demi-unité près. 
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Mais si le reste est plus grand que la partie entière de la ra- 
cine^ la partie fractionnaire sera plus grande qu'une demi- 
unité. Par exen\ple/ le nombre 33 contient le carré de 5, plus 
le reste7 ; ce reste étant supérieur à 5^ la racine est plus grande 
que 5 + |; elle est comprise entre 5 + 1 et 6; on prendra 6 
par excès, à moins d'une demi-unité. 

Ainsi , dans Textraction des racines , on aura soin de forcer 
le dernier chiffire quand le reste sera plus grand que la racine 
trouvée. 

Racine carrée des fractions ordinaires. 

908. Si les deux termes de la fraction sont des nombres 
carrés, on obtient la racine carrée de la fraction en extrayaot 
la racine carrée de ses deux termes. Ainsi la racine carrée 
de la fraction ^ est |, puisque le carré de la fraction | est 
égal à |. 

Lorsque les deux termes de la fraction proposée , que Ton 
peut toujours supposer réduite à sa plus simple expression^ 
ne sont pas des nombres carrés^ on a démontré qu'il n'existe 
pas de fraction qui^ élevée au carrée reproduise exactement la 
fraction proposée. Mais on peut trouver une fraction dont le 
carré diffère infiniment peu de la fraction donnée. 

Lorsque le dénominateur de la fraction est un nombre carré, 
si l'on extrait la racine du plus grand carré contenu dans le 
numérateur, on obtient immédiatement deux fractions dont 
les carrés comprennent la fraction proposée. Soit, par exemple, 
la fraction ^; le numérateur étant compris entre 5' et 6*, les 
carrés des deux fractions | et | comprennent la fraction pro- 
posée |. 

Si le dénominateur de la fraction proposée n'est pas un 
nombre carré, on le rendra tel en multipliant les deux termes 
de la fraction par le dénominateur. Soit la fraction |; en mul- 
tipliant ses deux termes par 7 , on la met sous la forme ^ , et 
on est ramené au cas précédent. 

909. Je me propose maintenant de déterminer deux firac* 
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I 

tiens qui diffèrent de -, et dont les carrés comprennent la 

fraction proposée |. Afin de fixer les idées ^ je prends ^ pour 
diflrérénce; je mets la fraction proposée sous la forme 

^Xig^ 576 2 

A_ AXi^^ _ 7 _ 7 _ "^7 
î~lXi^~ 12» ""12»"" 12» ' 

J^exlrais la racine du plus grand carré contenu dans la partie 
entière 82. Les deux carrés 9* et 10% entrç lesquels est compris 
le nombre 82, comprennent aussi le nombre fractionnaire 
82 + |; car, d'une part, 9» étant plus petit que 82, est plus 
petit que 82 + |; d'autre part, 10* surpassant 82 d'au moins 
une unité, surpasse encore ce nombre augmenté d'une frac- 
tion plus petite que l'unité. Je compare maintenant le quotient 

— ^——-aux deux fractions rr; et r^rr; le diviseur est le même, 
12* 12* 12* 

le dividende est compris entre les deux numérateurs; donc le 

quotient lui-même est compris entre les deux ft'actions. Ainsi 

les deux fractions ^ et ^, qui ne diffèrent que de ~, sont 

telles que leurs carrés comprennent la fraction proposée |. 

n résulte de ce qui précède que l'on obtient la racine carrée 

i 
d'un nombre à moins de - près, en multipliant ce nombre par 

n*, extrayant la racine du produit à moins d'une unité près^ et 
divisant le résultat par n. 

On demande, par exemple, l/lO+l à moins de ^ près. En 
multipliant 40+| par 12*, on trouve 1526+|; la racine de 
1 526 à moins d'une unité près est 39; donc i/10+|=^ à moins 
de ~ près. 



Raelne carrée des nombres décimaux. 

910. Considérons maintenant un nombre décimal tel que 
45,8732. Ce nombre décimal est égal à la fraction ordinaire 
^^, dont le dénominateur est le carré de 100; en extrayant 
la racine du plus grand carré contenu dans le nombre entier 
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458732^ on trouve 677 ; le numérateur étant compris entre les 
carrés de 677 et de 678^ la fraction proposée est comprise entre 
les carrés des deux fractions ^J et ^ et sa racine entre ces 
deux fractions elles-mêmes. Ainsi on dira que chacun des deux 
nombres 6,77 et 6,78 est la racine approchée de 45,8732 à 
moins d'un centième près. 

Pour que ce raisonnement soit possible, il faut que le déno- 
minateur soit un carré parfait, c'est-à-dire que le nombre 
proposé renferme un nombre pair de chiffres décimaux. Si le 
nombre des chiffres décimaux était impair, on le rendrait pair 
en ajoutant un zéro à sa droite. Si l'on demande, par exemple, 
la racine de 45,873, on ajoutera un zéro et l'on cherchera la 
racine du nombre égal 45,8730, ce qui donne encore 6,77 à 
moins d'un centième. 

RÈGLE. Pour extraire la racine carrée d'un non^e décimal 
renfermant un nombre pair de chiffres décimaux, on supprime 
la virgule et l'on extrait, à moins d'une unité, la racine du 
nombre entier ainsi obtenu; puis on sépare par une virgule sur 
la droite de la racine un nombre de chiffres décimaux moitié 
du nombre des chiffres décimaux du nombre proposé, et Von a 
ainsi la racine avec une erreur moindre qu'une unité du dernier 
ordre. 

Ce procédé permet d'exprimer en décimales les racines car- 
rées avec une approximation aussi grande qu'on veut. 

Exemples. 

io Si Ton demande, par exemple, la racine carrée de 45,873 
à un millième près, on ajoutera trois zéros à la droite de ce 
nombre aiin d'avoir six chiffres décimaux, et l'on appliquera 
la règle précédente au nombre décimal 45,873000, ce qui 
donne la racine 6,773 approchée par excès à moins d'un mil« 
lième. 

2" On calculera de même la racine carrée du nombre entier 
528 à moins d'un millième près en appliquant la règle énoncée 



GARBÉS ET RACINES CARRÉES. Wi 

au nombre décimal 528^000000. Hais^ dans la pratique^ il est 
inutile d'écrire d'avance les zéros; on opère d'abord sur le 
nombre entier proposé, ce qui donne la partie entière de la 
racine ; ajoutant deux zéros à droite du reste, on obtient le 
chiffre des dixièmes; ajoutant deux nouveaux zéros, on obtient 
le chiffre des centièmes et ainsi de suite. 

30 Soit la fraction | dont on demande la racine à un cen- 
tième près. On commencera par convertir en décimales la 
fraction proposée, et Ton s'arrêtera quand on aura quatre 
chiffres décimaux ; on trouve ainsi que la fraction ^ égale la 
fraction décimale 0,71428..., ce qu'on peut écrire de la manière 
suivante : 

S_ 7i42,8 

7~10000 

On extraira ensuite la racine du numérateur à moins d^une 
unité près ; la racine du plus grand carré contenu dans le 
nombre entier 7142 étant 84, il est clair que le nombre entier 
7142 et par suite le nombre fractionnaire 7142,8..., sont com- 
pris entre les carrés des deux nombres entiers consécutifs 84 et 
85 ; donc la fraction proposée elle-même est comprise entre les 
carrés des deux fractions ^ et ^. Ainsi la racine demandée 
est 0,84 ou 0,85 à moins d'un centième près. 

Dé même, si l'on veut trouver la racine du nombre frac- 
tionnaire 32 4- 1 à un millième près, on convertira la fraction 
I en décimales, et l'on extraira la racine du nombre décimal 
32,666666, ce qui donne 5,715. 



Remarques. 

911. Si l'on calcule i/5, successivement à moinsr 

i 1 

d'une unité près, à moins de 777, de 7—. , on voit 

10 100 

que la grandeur incommensurable représentée par i/5 est 
comprise entre les deux séries de grandeurs commensu- 
râbles 
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3 3 

2,2 2,3 

2,23 2,24 

2,236 2,237 



dont elle est la limite commune. Ces deux séries présentent 
une particularité remarquable : les grandeurs de la première 
série vont en croissant, et par conséquent se rapprochent de 
plus en plus de leur limite; celles de la seconde série vont en 
décroissant, et se rapprochent aussi de plus en plus de la 
même limite. 

Il n'en est pas toujours ainsi t quand on calcule i/À à moins 

1 

de - près, le résultat n'est pas nécessairement d'autant plus 

approché que n est plus grand. Par exemple^ si l'on calcule 

— 1 9 9 

l/5 à moins de - près, on trouve - par excès; or —=2,25 ; ce 

4 4 4 

résultat surpasse la vraie racine d'une quantité plus petite 

— i 

que 0,014. Si l'on calcule |/5 à moins de — près, on trouve 

2,2 par défaut; ce résultat diffère de la vraie racine de 0,036. 

9 

Donc j est plus approché que 2,2. 



CHAPITRE II. 

€UBB(i BT BAClIVBii CUBIHIJES. 

2tL2. La troisième puissance, ou le produit de trois fac- 
teurs égaux, s'appelle cube, parce que le nombre d'unités de 
volume contenues dans la figure géométrique nommée cube 
est égal à la troisième puissance du nombre d'unités de lon- 
gueur contenues dans le côté de la figure. 

Je rappelle en effet la manière dont j'ai démontré dans le 
système métrique que le décamètre cube renferme mille mè- 
tres cubes. Je conçois une caisse de forme cubique dont le côté 
ait 5 mètres de longueur ; le fond de la caisse, qui est un carré, 
renferme 5' ou 25 mètres carrés ; si sur chacun d^eux on place 
un mètre cube, on forme ainsi au fond de la caisse Une couche 
qui a un mètre de hauteur, et qui contient 35 mètres cubes ; 
si l'on forme 5 couches pareilles, la caisse sera remplie ; ainsi 
la caisse cubique contient 25 x 5 ou 5^ mètres cubes. 

On obtient le cube d'un nombre en multipliant le carré du 
nombre par le nombre Iwt-m^me. Voici les cubeâ des dix pre- 
miers nombres : 

1> 8, 37, 64, 426j 216, 343, 512, 7«, 1000. 

913. Théorème I. On élève au cube Vunilé suivie d'un cer- 
tain nombre de zéros en triplant le nombre de zéros. Par 
exemple 100*=100xlOOxlOO=:1000000. 

TËtokâHis IL On élève au cube le produit de plusieurs fée- 
teurs m élevant chaque facteur séparément au cube. 
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Théobèiie III. On élève au ct^e le produit de plusieurs fac- 
teurs affectés d'exposants quelconques, en triplant tous les expo- 
sants. 

THÉoRiME IV. On élève une fraction au cube en élevant chaque 
terme séparément au cube. 

Corollaire. Le cube d'une fraction irréductible est une frac- 
tion irréductible dont les deux termes sont des nombres cubes. 

Je ferai ici les mêmes remarques que sur les carrés. Le cube 
d'un nombre entier ou fractionnaire est plus grand que le 
carré (puisqu'on multiplie le carré par un multiplicateur plus 
grand que Tunité)^ et par conséquent plus grand que le nombre 
lui-même. 

Au contraire ; le cube d'une fraction proprement dite est 
plus petit que le carré (puisqu'on multiplie le carpe par un 
multiplicateur plus petit que Tunité)^ et par conséquent plus 
petit (|ue la fraction elle-même. Si Ton augmente le nombre 
que Ton élève au cube, le cube augmente. 

914. Théorème V. Lorsqu'un nombre entier n'est pas un 
nombre cube, il n'existe pas de nombre fractionnaire gut, élevé 
au cube^ reproduise exactement le nombre donné. 

Car le cube d'une fraction irréductible r-, étant une fraction 

a' 
irréductible jr, ne peut être égal à un nombre entier. 

THÉORinB VI. Lorsque les deux termes d'une fraction irré- 
ductibks ne sont pas des nombres cubes, il n'existe pas de frac- 
tion qui, élevée au cube, reproduise la fraction proposée. 

Ces propriétés sont générales et s'étendent évidemment aux 
puissances quelconques. 

91ft. Théorème VII. Le cube de la somme de deux nombres 
renferme quatre parties : 1° le cube du premier nombre. 
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2o trois fois le carré du premier nombre multiplié par le second, 
3» trois fois le premier multiplié par le carré du second, 4fi le 
cube du second. 

Soit la somme 7 + 5 à élever au cube; je forme d'abord le 
carré, que je multiplierai ensuite par 7 + 5 
7* + 7x5x2 + 5* 
7+6 



7» + 7*x5x2 + 7x8' 
+ 7»X5 +7x5*x2 + 5» 

7» + 7«x5x3 + 7x5«X3 + 5». 

J^ai multiplié chacune des parties du carré, d'abord par 7, puis 
par 5, et j'ai additionné les résultats. 

910. Corollaire I. La différence entre les cubes de deux 
nombres entiers consécutifs égale trois fois le carré du plus petit 
nombre, plus trois fois ce nombre, plus 1. Ainsi : 

ii»=(10+l)»=10'+10«x3+i0x3+i=:i331. 

91 T. Corollaire IL Lorsqu'un nombre renferme plusieurs 
chiffres^ on peut le décomposer en dizaines et en unités; son 
cube renferme alors quatre parties : !<> Le cube des dizaines; 
2o trois fois le carré des dizaines multiplié par les unités; 
3o trois fois les dizaines multipliées par le carré des unités; 
4'' le cube des unités. La première partie exprime des mille^ 
la seconde des centaines, la troisième des dizaines, la qua- 
trième des unités. 



CHAPITRE m. 



On appelle racine cubique d'un nombre un nombre qui^ 
élevé au cube, reproduit le nombre proposé, La racine cubi- 
que de 343 est 1, puisque le cube de 7 est 343. On désigne 

3 3 

la racine cubique par le signe \/ ; ainsi ^^343=7. 

Bxtraetlon éle la racine eabl^ne des ummbwem entiers. 

SIS. On donne un nombre entier. Si c'est un nombre 
cube, on cherche sa racine; si ce n'est pas un nombre cube, 
on cherche la racine du plus grand cube contenu dans le nom* 
bre proposé. L'excès du nombre proposé sur le plus grand cube 
qu'il renferme s'appelle reste. 

Je considère d'abord un nombre plus petit que iOOO; à 
l'aide du tableau des cubes des neuf premiers nombres, on 
Toit de suite le résultat. Soit le nombre 642; le plus grand 
cube contenu dans ce nombre est 512, dont la racine est 8^ et 
l'on a un reste 130. 

Je considère maintenant un nombre plus grand que IOOO, 
par exemple 98654. 

98.654 46 
64 48 



iS7 

7 



346.54 J8» ^JK6 

333.36 5689 8BB6 
7 6 



13.18 



S98S3 33336 



Le plus grand cube contenu dans ce nombre étant supérieur 
ou égal à 1000, la racine cherchée est supérieure ou égale à 10; 
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elle fie eempose donc d'an chiffre des unités et d'un certain 
nombre de dizaines. Le nombre proposé renferme le cube de 
la racine^ plus le reste; or le cube de la racine, d'après ce 
qui a été dit^ comprend quatre parties : le cube des dizai- 
nes, «te. La première partie, exprimant des mille, ne peut se 
trouver que dans les 98 mille du nombre proposé. Je vais dé- 
montrer ce théorème général, savoir que la racine du plus 
grand cube contenu dans les mille d'un nombre exprime les 
dizaines de la racine de ce nombre. 

Le nombre 98 est compris entre les deux cubes consécutifs 
64 et 125, cubes de 4 et de 5. Le nombre proposé 98654 con- 
tient donc 64 mille ou le cube de 40; il ne contient pas 125 
mille ou le cube de 50; il en résulte que la racine cherchée 
est 40 ou un nombre plus grand que 40, mais plus petit que 50; 
en un mot, le chiffre des dizaines de la racine est 4. 

On connaît les dizaines de la racine. Si du nombre proposé 
on retranche le cube des dizaines 64000, le reste 34654 ne ren- 
ferme plus que les trois autres parties du cube, savoir : tfaois fois 
le carré des dizaines multiplié par les unités, trois fois les di- 
zaines multipliées par le carré des unités, le cube des unités. 

La première partie, exprimant des centaines, est contenue 
dans les 346 centaines; trois fois le carré des dizaines étant 48, 
le produit de 48 par le chiffre des unités est contenu dans 346; 
mais ce produit n'est pas nécessairement le plus grand mul- 
tiple de 48 contenu dans 346; car 346 contient eu outre les 
centaines de retenue provenant des autres parties. En divisant 
346 par 48, on trouve 7 pour quotient; le chiffre des unités 
est donc ou 7 ou un chiffre plus petit. 

J'essaye 7; pour cela je forme les trois autres parties du 
cube de 47 : en multipliant 48 par 7, on obtient la première 
partie 33600; en multipliant le triple des dizaines ou 12 par le 
carré des unités 49, on obtient la seconde partie 5880; enfin 
la troisième partie, le cube des unités, est 343. La somme 39823 
de ces trois parties étant plus grande que 34654, le chiffre 7 
est trop fort. 

J'essaye 6 de la même manière. La somme des trois parties 
33336 étant moindre que 34654^ le chiffre 6 est bon. Ainsi la 
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racine du plus grand cube contenu dans le nombre 98654 est 
46^ et on a un reste 1318. 

Pour essayer le chiffre 7^ au lieu de calculer les trois parties 
séparément, il est plus simple de procéder de la manière sui- 
vante : à la droite du triple des dizaines i 2 J'écris le chiffre 1, 
je multiplie le nombre 127 ainsi formé par T, j'sgoute au pro- 
duit 889 le triple carré des dizaines, c'est-à-dire 4800, ce qui 
donne le nombre 5689 que je multiplie par 1, j'obtiens ainsi 
la somme 39823 des trois autres parties du cube. En effet de 
cette manière le nombre 7 a été multiplié deux fois successi- 
vement par T, ce qui donne le cube des unités; le triple des 
dizaines 12 a été aussi multiplié deux fois successivement par 1, 
ce qui donne trois fois le produit des dizaiqes par le carré des 
unités; enfin le triple carré des dizaines 48 a été multiplié par 
le chiffre des unités 7. Après avoir reconnu que le chiffre 7 est 
trop fort, on essayera de la même manière le chiffre 6. 

919. Soit encore à extraire la racine du plus grand cube 
contenu dans le nombre 98654965. 



98.654.965 
64 


462 

481 


6348 


it6 
6 

786 
48 


I88i 


346.54 
33336 


S 


8764 
6348 


885i 
6 

8SS86, 


637664 


13189.65 
1275128 


S 


iS75iS8 



43837 

On raisonnera comme précédemment : ce nombre étant 
plus grand que 1000, la racine est égale ou supérieui^ ^ 10, 
et par conséquent se compose d'un chiffre des unités et d'un 
certain nombre de dizaines. En vertu du théorème démontré, 
on obtiendra les dizaines de la racine en extrayant la racine 
cubique du plus grand cube contenu dans les 98654 mille. 

Ce nombre 98654 étant lui-même plus grand que 1000, sa 
racine est égale ou supérieure à 10, et par conséquent se com- 
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pose d'un chiffre dés unités et d'un certain nombre de dizaines. 
On obtiendra les dizaines de la racine en eiitrayant la racine du 
plus grand cube contenu dans les 98 mille. En répétant les 
raisonnements faits précédemment on trouve que 46 est la 
racine du nombre 98654 et qu'il y a en reste 1318. Ainsi la 
racine du nombre proposé se compose de 46 dizaines et d'un 
chifflre des unités que je vais déterminer. 

Si du nombre proposé on retranche le cube des dizaines, il 
reste 1318 mille qui, ajoutés aux 965 unités, donnent 1318965. 
Ce nombre renferme les trois autres parties du cube ; on di- 
visera donc 13189 par trois fois le carré de 46 ou par 6348, ce 
qui donne pour quotient 2. On essayera le chiffre 2 par le pro- 
cédé indiqué précédemment. Le chiffre 2 est bon. Ainsi la 
racine cherchée est 462. 

De ce qui précède on conclut : 

Règle. Pour extraire la racine cubique du plus grand cube 
contenu dans un nombre entier donné, on partage ce nombre en 
tranches de trois chiffres à partir de la droite, la dernière tran- 
che à gauche pouvant d'ailleurs ne renfermer que deux chiffres 
ou un seul. On extrait la racine de la première tranche de gau- 
che, ce qui donne le premier chiffre de gauche de la racine cher- 
thie. On retranche le cube de ce chiffre de la première tranche, 
H à la droite du reste on abaisse la tranche suivante. On sépare 
les deux premiers chiffres de droite et on divise le nombre ainsi 
formé par trois fois le carré du chiffre déjà obtenu à la racine. Le 
juotient est le second chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. 
On essaye ce chiffre en formant les trois autres parties du cube 
H retranchant la somme du nombre obtenu par l'abaissement 
ie la seconde tranche. Si la soustraction n'est pas possible^ le 
chiffre essayé est trop fort, et on essaye le chiffre inférieur d'une 
^nité; si elle est possible, à la droite du reste on abaisse la tran- 
*,he suivante. On continue de cette manière jusqu'à ce qu'on soit 
%rrivé à la dernière tranche. 

Preuve. En élevant la racine trouvée au cube et ajoutant le 
reste, on doit reproduire le nombre proposé. 

u 
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MÙ. Les considérations que nous avons présentées sur les 
racines carrées incommensurables s'étendent facilement aux 
racines cubiques et en général aux racines d'un ordre quel- 
conque. Lorsqu'un nombre entier A n'est pas un cube parfait^ 
il n'existe pas de nombre fractionnaire qui, élevé au cube, 
reproduise exactement ce nombre; mais on peut trouver 
deu;x nombres fractioimaires qui diffèrent aussi peu qu'on 
voudra^ et dont les cubes comprennent le nombre A. 

Axfi' 

En effet* si l'on met le nombre A sous la forme — r- et 

si l'on extrait la racine du plus grand cube contenu dans 
Axn*, on obtient deux nombres fractionnaires - et '• qui 

ne diffèrent que de -, et dont les cubes comprennent le nom* 

breA. 

Chacun de ces nombres fractionnaires - ou — ^, qui 

n » 

diffèrent aussi peu qu'on voudra et dont les cubes comprennent 

A, est ce que l'on appelle la racine cvbiqw de A. On les dé- 

3 

signe par le symbole |/A . 

On verra comme précédemment que ce nombre fraction* 
naire représente une grandeur incommensurable, avec une 
approximation indéfinie. Cette grandeur incommensurable, 

comprise entre les deux grandeurs commensurables - et » 

diffère de chacune d'elles d'une quantité plus petite que -« et 

par conséquent est exprimée par l'un ou l'autre des deux 

nombres — et avec une erreur moindre que - : en un 

n n n 

mot; la grandeur incommensurable est représentée par le 
nombre incommensurable l^A* 
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991. Si les deux termes de la fraction sont cubes parfaitgj 
on obtient la racine cubique de la fraction en extrayant la 

racine de setdaux termes* Ainsi y^Ufssf • 

Lorsque les deux termes de la fraction proposée^» que Ton 
peut toujours suppose^* réduite à sa plus simple expression, ne 
sont pas des nombres cubes^ il n'existe pas de fraction qui^ éle- 
yéé au cube, reproduise exactement la fraction proposée; mais 
on peut trouver deux fractions qui diffèrent aussi peu qu'on 
tondra et dont les cubes comprennent la fraction proposée. 

Lorsque le dénominateur de la fraction est un cube^ si Ton 
extrait la racine du plus grand cube contenu dans le numéra- 
teuriOQ obtient ioimédiatement deux fractions dont les cubes 
comprennent la fraction proposée. 

JSoit^ par exemple la fraction ^; le numérateur étant com^ 
pris entre 5' et 6% les cubes des deux fractions | et | compren- 
nent la fraction proposée. 

Si le dénominateur n'est pas cube parfait, on le rendra tel 
en multipliant les deux termes de la fraction par le carré du 
dénominateur. Soit la fraction |; en multiidiant les deux ter- 
mes par 7' ou par 49, on la met sous la forme ^ et l'on est 
ramené au cas précédent. 

Je me propose maintenant de déterminer deux fractions 

qui diflferent de -, et dont les cubes comprennent la fraction 

proposée |. Âân de fixer les idées, je prends ^ pour diffé* 
renccf je mets la fraction proposée sous la forme 

SxiV 5184 ^,^ , 4 

740-] — 

3_ 3X12« _ 7 _ 7 _ ^7 . 

7~7X12»~ 12» ~ 12» ~ 42» 

Extrayant la racine du plus grand cube contenu dans la partie 
entière 740, j'obtiens les deux fractions ^ et ~, dont les cubes 
comprennent |. 
Il résulte de ce qui précède que l'on obtient la racine cubi- 
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i 

que dun nombre, avec une approximation marquée par-* 

en multipliant le nombre proposé par n% extrayant la racine 
cubique du produit à moins d'une unité , et divisant le résultcU 
paru. 



999. Le nombre décirnal 98,654965 peut s'écrire sous 
forme d'une fraction ordinaire ^^^ , ayant pour dénomi- 
nateur le cube de 100. J'extrais la racine du plus grand cube 
contenu dans le numérateur. Le numérateur étant compris 
entre les cubes de 462 et de 463, le nombre décimal proposé 
est compris entre les cubes des deux fractions ^ et ^. Ainsi 



1/98,654965=4,62 à moins d'un centième près. 

Pour que ce raisonnement soit possible, il faut que le déno- 
minateur soit un cube parfait, c'est-à-dire que le nombre des 
chiffres décimaux du nombre proposé soit un multiple de 3; 
s'il ne l'est pas, on le rend tel par l'addition d'un ou deux zé- 
ros à la droite. Ainsi : 

Règle. Pour extraire la racine cubique d'un nombre décimal, 
qui contient un nombre de chiffres décimaux mtUtiple de 3, on 
supprime la virgule et Von extrait à moins d'une unité la racine 
cubique du nombre enti^ ainsi obtenu ; puis Von sépare par 
une virgule sur la droite de la racine un nombre de chiffres dé- 
cimaux égal au tiers du tumbre des chiffres décimaux que ren- 
ferme le nombre proposé, et Von a la racine avec une erreur 
moindre qu^une unité du dernier ordre. 

Ce procédé permet d'exprimer en décimales les racines cu- 
biques avec une approximation aussi grande que Ton veut* 
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IVotloiui fiiir les nomlire* inconunenfiiirableB* 

993. Nous avons dit que> lorsqu'on veut mesurer une 
grandeur^ on cherche une commune mesure entre cette gran- 
deur et Tunité. Si, par exemple, la commune mesure est con- 
tenue 7 fois dans Tunité et 4 fois dans la grandeur que Ton 
veut mesurer^ cette grandeur^ étant égale à 4 fois la septième 
partie de l'unité^ sera représentée par la fraction |. 

liais il arrive souvent que la grandeur et Funité n'ad- 
mettent pas de commune mesure^ c*est-à-dire qu'il n'existe 
pas de grandeur^ si petite qu'elle soit^ contenue exactement 
dans la grandeur et l'unité. Dans ce cas, on dit que la grandeur 
est incommensurable, et, comme il est impossible de la mesu- 
rer exactement^ on se borne à une évaluation approximative. 
Imaginons l'unité partagée en un grand nombre de parties 
égales^ par exemple^ en mille parties égales, et cherchons com- 
bien la grandeur à mesurer contient de ces parties; elle en 
contient^ je suppose, 728, plus un reste plus petit que Tune 
des parties; la grandeur à mesurer, étant plus grande que ^^ 
mais plus petite que ^, sera représentée par l'une ou par 
Tautre de ces deux fractions, avec une erreur moindre que 
i millième. 

Si l'on avait partagé l'unité en un million de parties égales, 
on aurait obtenu la mesure de la grandeur avec une erreur 
moindre que 1 millionième. 

Le nombre fractionnaire qui mesure une grandeur incom- 
mensurable, avec une approximation aussi grande qu'on veut, 
s'appelle un non^re incommmsuràble. 
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994. Les racines des quantités qui ne sont pas puissances 
parfaites^ donnent aussi naissance à des nombres incommen- 
surables. Appelons Â un nombre entier^ non puissance 
n« parfaite, et plus généralement une fraction ordinaire ir- 
réductible dont les deux termes ne sont pas des puissances n«' 

parfaites ; je dis qu'il n'existe pas de nombre fractionnaire -r 

qui, élevé à la n* piiiiiAticé^ reproduire exactement Â. En 

effet, la n<» puissance de la fraction t est ^; comme on 

peut supposer la fraction -r irréductible, c*est-à-dire les 

doux nombres a et b premiers entre eux, les deux puis- 
sances «^ et 6" seront aussi premières entre elles et la frac** 

tion -r- irréductible. On voit d'abord que cette fraction ir- 

réductible ne peut être égale à un ûotabre entier A. Elle ne 
peut non plus être égale à une fraction irréduiôtible dont les 
termes ne sont pas des puissances parfaite»; car deut fractions 
irréductibles ne sont égales que si elles ont leurs tteusc termes 
égaux respectivement ; la fractioo proposée aurait aiosi ses 
dent termes puissances parfaites, te qui est contraire à l'hy- 
pothèse. 

Mais on peut trouver des nombres fractionnaires ^ et 
-^, qui ne diffèrent entre eux que d*une quantité aussi 

petite qu'on veut t (b étant très-grand), et dont les n" puîs- 

saoces comprennent A» Écriroos en effet la quimtitt propo* 
séô A sous la forme 

Ax5* 

et désignons par a le plus grand nombre entier dont la 
n* puissance soit contenue dans Ax(^**; la quantité AxA* 

, AxA" 

étant comprise entre a*' et (a + 1 )** la quantité — ^— 
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OU A sera évidemment comprise entre 



GT «' m- 



et et I k 

Chacun de ces nombres fractionnaires rr et ~— , dont la 

difEérence est aussi petite qu'on Teut^ et dont les puissances 
comprennent la quantité proposée A^ est ce que Ton ap-^ 
pelle la racine approchée de A; on la désigne par le sym- 

n 

bole l/A. 

Il est aisé de voir que ce nombre fractionnaire -r ou -^ 

représente, avec une approximation aussi grande qu'on veut, 
une certaine grandeur incommensurable. Considérons en effet, 
d'une part, les nombres dont les n" puissances sont infé- 
rieures à A ; d'autre part, ceux dont les puissances sont su- 
périeures à A, et imaginons les deux séries de grandeurs corn- 
mensurables de même espèce représentées par ces nombres. 
Les grandeurs de la première série sont plus petites que celles 

1 a 

de la seconde ; la différence -r entre une grandeur -r de la 

a+1 
première série et une grandeur — ^ de la seconde série peut 

être rendue aussi petite qu'on veut. On conçoit donc qu'entre 
ces deux séries de grandeurs commensurables, il existe une 
grandeur incommensurable unique et déterminée qui en est 
la limite commune ; c'est cette grandeur incommensurable 

que représente le symbole l^A. 



!f 95. On rencontre en géométrie plusieurs exemples de 
grandeurs incommensurables. Ainsi, on déinontre que la 
diagonale d'un carré est incommensurable par rapport au 
côté pris pour unité : elle est représentée par le symbole 1/2^ 
De même la circonférence d'un cercle est incommensurable 
par rapport au diamètre pris pour unité ; mais le nombre in- 
commensurable qui mesure la circonférence ne peut, comme 
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le précédent^ être obtenu par des extractions de racines; on 
le désigne par la lettre i?. 

Calenl de* nombre» tncommeiisiirablefl* 

229. Le calcul des nombres incommensurables n'ofllre au- 
cune difficulté. Les nombres incommensurables n^étant autre 
chose que des nombres fractionnaires approchés^ il est clair 
que les opérations portent sur ces nombres fractionnaires; le 
résultat sera lui-même un nombre fractionnaire approché^ qui 
représentera, avec une erreur très-petite, une grandeur déter- 
minée, en général incommensurable. 

Addition. 

Supposons d'abord qu'il s'agisse d'additionner deux nombres 
incommensurables. Si l'on prend les deux nombres par défaut, 
puis par excès , on a une première somme plus petite que la 
seconde; d'ailleurs ces deux sommes diffèrent entre elles aussi 
peu qu'on veut : donc elles comprennent une grandeur déter- 
minée qu'elles représentent avec une approximation indéfinie. 
Cette grandeur est la somme des deux grandeurs incommen- 
surables représentées par les nombres incommensurables pro- 
posés. 

Soustraction. 

Il en est de même de la soustraction : si l'on prend le plus 
grand nombre par défaut, le second par excès, ou réciproque- 
ment^ le premier par excès, le second par défaut, on a une 
première différence plus petite que la seconde, et ces deux dif- 
férences diffèrent entre elles d'une quantité aussi petite qu'on 
veut; donc elles comprennent une grandeur qu'elles représen- 
tent avec une approximation indéfinie. Cette grandeur est la 
différence des grandeurs incommensurables que représentent 
les deux nombres incommensurables proposés. 
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Multiplication. 

997 . Soit à faire le produit de deux nombres incommensu- 
rables, par exemple |/7 x |/5. Si Ton prend les deux nombres 
par défaut^ puis par excès^ on a un premier produit plus petit 
que le second ; d'ailleurs ces deux produits diffèrent entre eux 
d'une quantité aussi petite qu'on veut ; donc ils comprennent 
une grandeur qu'ils représentent avec une approximation in« 
définie. 

Il est clair que le produit de plusieurs nombres incommen- 
surables ne change pas quand on intervertit Tordre des fac- 
teurs; carie produit des nombres fractionnaires approchés ne 
change pas. Ce théorème fondamental étendu aux nombres 
incon^ensurables^ toutes ses conséquences le sont par là 
même; ainsi on peut grouper deux facteurs en un seul, dé- 
composer^ au contraire^ un facteur en deux, etc. 

Diyision. 

Si Ton prend le dividende par défaut^ le diviseur par excès^ 
ou réciproquement, le dividende par excès, le diviseur par dé- 
faut, le premier quotient sera plus petit que le second, et 
comme leur différence est très-petite, ils comprennent entre 
eux une grandeur déterminée qu'ils représentent avec une 
approximation indéfinie. 

Calenl des radicaux. 

99S. On appelle en général racine n« d'un nombre a, un 
nombre commensurable ou mcommensurable qui, élevé à 
la n^ puissance, reproduise le nombre proposé. On la désigne 

n 

par le symbole \/a. Le nombre n est l'indice du radical. On 
est convenu de ne pas écrire l'indice quand il s'agit d'une ra- 
cine carrée : dans ce cas, on sous-entend l'indice 2. 

Avant d'aborder le calcul des radicaux, nous allons poser 
quelques lemmes sur les puissances : 
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Lemme L On élève un produit àlune certaine puissance en 
élevant chaque facteur séparément à cette puissance. 
En effet, 

{iBibcytistibcxaècxàbeX itsar¥€^. 

hEum IL On 4lév0 um fraction à tént cerlatiM puiiMHi^ m 
ékvant leê de%m $$rmeê $éparémmt à c$ile puiêianb$^ 
Ea effets 

\Jb) -b^T^b^ ~F 

Lemmb III. Élever un non^re à deucô puissances successives 
eviènt à relever à une puissance ayant pour exposant le pro- 
duit des exposants. 

En effet, <► 

(a*»)»*=a'"Xa**xa*^X =a"»^ 

Venons maintenant au calcul des radicaux. 

229. Théorème I. Le produit de plmieurs radicaux de 
même indicé égale la radne dû produit deé ijmntftés ptacêes 
som les radicaux. 

le dis, par exenif^le, que 

^a ^b /c= / o&c. 

Car si Ton élève le premier membre à la H* pûiêêm^^ eè qn'on 
fait en élevant chaque facteur à cette puissance, on reproduit 
la quantité abc; donc oe premioir muiibn est la racine n« de 
abc. 

Remarqué. Le produit de deux nombres incommensurables 
est en général un nombre incommensurable. Cependant il ar- 
rive quelquefois que ce produit est commensurable; ainsi on a 

/Î2X /3t=/ïix3=/â6=r6* 

le produit des deux nombres incommensurabliBS l^i^ et 1^ 
diffère du nombre 6 aussi peu qu'on veut. 
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Théobèm£ II. Le quotient de deux radicaux de même indicé 
égale la racine du quotient des deux quantités placées sous les 
radicaux. 

Je dis que 

Car si Fon élève le premier membre à la n* puissance, ce qu'on 
fait en élevant séparément le numérateur et le dénominateur. 



oa repro4uil U IraQtiaa r* 



930. Théobéme UI. On élève un radical à une certaine puis- 
sance en élevant à cette puissance la quantité placée sous le ra- 
diccU. 

On a en effet, en vertu 4tt théorème I, 

(\/a) =\/a.Va.\/a = l/â^ 



THÉORiMB IV. On extrait la racine d'un radical en multi- 
pliam riniim eu r^Mêol peir nndieê dé M raelnè que Von ve^t 
extraire. 

Je dis que 



y ^a=z ^ a. 



En effet; si l^on élève le premier membre à la puissance m, 

ou trouve |/ a; si l'on élèvd ensuite ce réwaltatà la puissance n, 
on obtient a; mais ceci revient à élever la premier inwibr# 4 
la puissance mn. Ainsi, le premier membre e$t une qmaWé 
qui, élevée à la puissance m», reproduit a ; c'est donc la ra- 
cine mn* de a. 

931. Théorâme V. On ne change pas la valeur d'un radi- 
ccU quand çn multiplie ou guand on divise par un même nom- 
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bre l'indice du radical et Veocposant de la quantité i^lacée sous le 
radical. 
Soit le radical 

n 

Je dis qu'en multipliant par un même nombre entier p l'in- 
dice n et Fexposant m, on obtient un second radical 

égal au premier. En effets d'après le théorème précédent^ le se- 
cond radical peut s'écrire 

Hais 

% — 

donc 

CoROLLAiRB I. Ou simpUfU un radical en divisant Tindice et 
l'exposant par leur plus grand commun diviseur. Ainsi 

4« \ 

CoROLLAiRB H. Ou réduit plusieurs radicaux au même indice 
en prenant pour indice commun le produit des indices^ ou sim- 
plement leur plus petit multiple. Cette réduction est nécessaire 
quand on veut multiplier ou diviser deux radicaux d'indices 
diflërents. Ainsi 

À 9 11 41 41 

/ax /6=:/â»X /6«=/â»6r 
939. Théorème YL On obtient la racine quatrième d$la 
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plus grande puissance quatrième contenue dans un nombre en- 
tier donné, en extrayant la racine carrée du plw grand carré 
contenu dans ce nombre, puis la racine carrée du plus grand 
carré contenu dans cette première racine carrée. 

Soit A le nombre entier donné , a la racine du plus grand 
carré contenu dans A, b la racine du plus grand carré contenu 
dans a. Puisque b* est inférieur ou égal ka, si on relève au 
carré, on a 6* inférieur ou égal à a'; et comme a* est inférieur 
ou égal à A^ il s'ensuit que V" est lui-même inférieur ou égal 
à A. D'autre part, (6+i)* surpasse a d'au moins une unité; 
donc (b+l)* est supérieur ou égal à a+i : si l'on élève au 
carré, on a (6+^)* supérieur à A. Ainsi A contient 6^ et ne 
contient pas (b+\y; donc b est la racine quatrième de la plus 
grande quatrième puissance contenue dans A. 

Ce théorème est général : on obtiendrait la racine sixième de 
la plus grande puissance sixième contenue dans un nombre en- 
tier donné, en extrayant la racine carrée du plus grand carré 
contenu dans ce nombre^ puis la racine cubique du plus grand 
cube contenu dans cette racine carrée. Il est préférable de com- 
mencer par la racine carrée, afin d'opérer sur un nombre plus 
petit dans l'extraction de la racine cubique. 

En général, à l'aide d'une série de racines carrées et de cu- 
biques, on peut extraire une racine dont l'indice ne contient 
que les facteurs premiers 2 et 3. 



LIVRE V 

RAPPORTI ET PROSRËISIONS 
CHAPITRE I 



Définition. 



!S3$. On appelle rapport de deux grandeurs de même 
espèce le nombre qui exprime combien de fois la première 
contiept la seconde et combien de parties de la seconde* 

En d'autres termes ^ le rapport de deux grandeurs de mèjpa^ 
espèce est la mesure de la première quand on prend la seconde 
pour muté. 

Par exemple^ si la première grandeur contient trois fois la 
lecoiide exactement^ le rapport est le nombre entier 3. 

Si la première grandeur contient trois fois la cinquième par- 
tie de la seconde, le rapport est la flraetîon |. 

Si la première grandeur contient quatre fois la seconde^ plus 
trois fois la cinquième partie de la seconde^ le rapport est le 
nombre fractionnaire 4+ 1. 

334. Lorsque deux grandeurs ont été mesurées au moyen 
d^une même unités le rapport de ces deux grandeurs est égnl 
au quotient des deux nombres qui les mesurant. 

Nous pouvons remarquer en effet que le quotient indique 
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combien de fois le dividende contient le diviseur et -combien 
de parties du diviseur. Supposons d'abord que le quotient soit 
un nombre entier 3; le diviseur multiplié par 3, ou répété 
trois fois^ donne le dividende; donc le dividende contient trois 
fois le diviseur^ et par conséquent le rapport du dividende au 
diviseur est le quotient 3. 

Supposons maintenant que le quotient soit une fraction |* 
Le dividende est toujours égal au produit du diviseur par le 
quotient. Or, multiplier le diviseur par la fraction ^ c'est ré- 
péter trois fois la cinquième partie du diviseur; donc le divi- 
dende contient trois fois la cinquième partie du diviseur^ et par 
conséquent le rapport du dividende au diviseur est le quo- 
tient |. 

De méme^ si le quotient est un nombre fractionnaire ^ + y 
le dividende , qui est égal au produit du diviseur par le quo- 
tient^ contient quatre fois le diviseur plus trois fois la cin- 
quième partie du diviseur : le rapport est 4 -|- 1. 

Ainsi ^ d'une manière générale^ le quotient exprime le rap- 
part de la quantité dividende à la quantité diviseur. C'est 
pourquoi l'on a adopté le signe de la division , le trait hori- 
zontal^ pour indiquer le rapport de deux quantités. On écrit 
au-dessus la première quantité, ou le numérateur, au-des- 
sous la seconde quantité , ou le dénominateur. Par exemple , 
le rapport du nombre 5 au nombre 7 s'écrira |; le rapport 

de ^ à I s'écrira jf ; le rapport de 5+f à 2 +| s'écrira J. 

Le rapport de deux nombres fractionnaires peut toujours 
être ramené à celui de deux nombres entiers. Soit le rap- 
port de 5-|-| à 2+|, ou de f à f ; si Ton réduit ces deux 
fractions au même dénominateur, on a le rapport de 69 
douzièmes à 26 douzièmes; mais ce rapport est évidemment 
égal à celui des nombres entiers 69 et 26. De cette manière , 

5+f 
le rapport proposé — ^ se met sous la forme d'une fraction 

ordinaire ^. 
Une fraction ordinaire exprime le rapport de deux nombres 
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entiers, le rapport de son numérateur à son dénominateur. Il 
est aisé de voir que les propriétés fondamentales des fractions 
ordinaires s'étendent aux rapports en général. 

Propriétés des rapports. 

93ft. Théorème I. La valeur d'un rapport ne change pas 
quand on multiplie ou quand on dime les deux termes du rap- 
port par un même nombre. 

a 
Désignons par q la valeur du rapport -. Puisque la divi- 
dende a est égal au produit du diviseur 6 par le quotient q, 
on a 

a = bxq. 

Si Ton multiplie par le même nombre c ces deux nombres 
égaux^ on obtient deux produits égaux 

axc=bxqxc=bxcxq. 

On en déduit 

axe 

et, par suite, 

axe a 

b xc~b' 

Ainsi la valeur du rapport ne change pas quand on multiplie 

ses deux termes par un même nombre. 

Réciproquement, quand on divise par un même nombre c 

a 
les deux termes d'un rapport -, on obtient un rapport égal 

c 

c 
car si Ton multiplie par c les deux termes de ce dernier rap- 

46 
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pbrt, iè iMi iië thàttgê pU Sa tâléUi^, on i-epi^ôdutt te «ppôft 
^ proposé-^. 

936. Tbéobémb II. Ôû effectue le pf-oduit de deux rapports 
en les multipliant terme à terme. 

Boièât les âeiii i^ppdHS |, |^» dWt fiOUS déèigttéroâê M 

yaleurs par 9 et g'; on a 

Si Fon multiplie respectivement Tmie par Tautre ces quantités 
égales^ on a les produits égâul 

axn^^bxqXVxq'tBbXVxqXfi 
d'où Ton déduit 



Ainsi 






axiJf _a a' 
Tx¥~b^V 



Corollaire. On appelle rapports inverses deux rapports for- 
més des mêmes termes^ mais disposés en ordre inverse. Ainsi 

les deux rapports ^9 -» sont inveres l^un de l'autre. Le pro- 
duit d« dteuï rapports f uver»éis est égal à ruûité i car M a 

6 a~bXa~ 



9B7. Théorème III. On dtvtje tin rapport par un autre en 
multipliant le rapport dividende par le rapport diviseur ren- 
versé. 

Soit à diviset le Rapport -r par lé rapport -. Je dis que 



HAFroim. m 

Ton* 

a 

c 6 c"^ bxc 



:*»# ^ 



axd 



En eflét, si ron multiplie le quofieîit ^^^ par le diviseur-, 

y\ c (I 

on obtient -— — _ , c'est-à-dire le dividende ^, 

938. Théorème IV. On élève un ng^f à inie tmâiihB 
puissance en élevant chaque ktme û ctUe puissance. 

ftropoiong-nous tf«tewr au carré te rapport |; «n a, d'après 
le théorème II, 

\bj ~b^b~bxb-b^' 
Ainsi 

On a de même 

et ainsi de suite. 

930. Théorème. V. Réciproquement, on extrait la racin 
d^un rapport en extrayant la racine de chaque terme. 
On a 

►^ b 1/6 
Car on élève au Carré le second rapport en élevant chaque 
terme au carré, ce qui donne ■? . 
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Il en est de même pour une racine d'ordre quelconque. 

RroporttoBS* 

940. Deux rapports égaux constituent une proportion. 

18 24 
Ainsi les deux rapports égaux ts et — constituent la propor- 

la lO 

lion 

12 "16* 
que Ton écrivait autrefois 

18 : 12 : : 24 : i6. 

Les deux termes 18 et 16, placés aux extrémités, s^appellent 
les extrêmes; les deux autres, 12 et 24, placés au milieu, s'ap- 
pellent moyens. 

941. Théorème VI. Dans toute proportion, le produit des 
extrêmes égale le produit des moyens. 

Suivent les deux rapports égaux ou la proportion 

a c 

b — d' 
Si Ton multiplie par d les deux termes du premier rapport^ 
par b les deux termes du second^ ce qui ne change pas la valeur 
des rapports^ on a les deux rapports égaux 

axd _ cxb 
bxd~dxb ' 

Ces deux rapports égaux, ayant même dénominateur, ont 
leurs numérateurs égaux; on a donc 

axd=zbxc. 

Ainsi le produit des extrêmes a et d est égal au produit des 
moyens 6 et c. 

Par exemple, dans la proportion 



RAPPORTS. ^^ 

15 — ?^ 



on a 

18X^6 = 24X12 = 



949. Théorème VI. Réciproquement^ lorsque quatre nom- 
bres sont tels que le produit de deux d'entre eux égale le produit 
des deux autres^ ces quatre nombres forment une proportion. 

Soient quatre nombres a, b, c, d, tels que Ton ait 
axdz=zbxc. 

Si Ton divise ces deux produits égaux par le même nombre 
6 X d^ on obtient les quotients égaux 

axd _ bxc 
b xd~bxd' 

En simplifiant; on aies deux rapports égaux ou la proportion 

a c 

b~d' 

Par exemple, les quatre nombres iS, 12, 24, 16, donnant lo3 
produits égaux 

18X16=12X24=288, 

forment la proportion 

18_24^ 
12"^16' 

94S. Corollaire 1. Quand on connaît trois termes d'une 
proportion, il est facile de trouver le quatrième; si le terme in-- 
connu est un extrême^ on fait le produit des moyens et on divise 
par l'extrême connu; si le terme inconnu est un moyen^ on fait 
le produit des extrémss et on divise par le moyen connu. 

Soient 18, 12, 24 les trois premiers termes d'une proportion. 
Si Fon représente par a; le quatrième terme inconnu, on doit 
avoir la proportion 

18_24 

12~aî* 
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Puisque le produit des extrêmes égale le produit des moyens^ 
il en résulte 

d*où Ton déduit en dl^isaDt par 18> 

2£xi2_ 

944. CoioiumB II. (hi appelle mùymné prop^rH^mnMe 
entre deux nombres donnés un nombre qui occupe les deux 
places moyennes dans une proportion dont les deux nombres 
donnés sont les extrêmes. Si Yoxl désigne par x la moyençie 
proportionnelle entre les deux nombres donnés* 18 et 8, on a la 
proportion 

îi?— ^ 
x~6' 

Le produit des moyens xxx ou x^ égale le produit des ex- 
trêmes 18x8; donc 

w^ l/Ï8x8= ^^=: 12. 

Ainsi la moyenne proportionnelle entre deuû$ mtnbHê don- 
nés égale la racine cwrrée du produit de c^f deux nombres. 

94ft. Théorème YII. Et(m^ donnés quatre nombres en pro- 
portion, on peut les disposer de huit manières différentes. 
Soit la proportion 

«_« 

Si Ton change l'ordre des termes de manière que le produit 
des extrêmes reste toujours égal au produit des moyens, il est 
évident que la proportion subsiste. Je change d'abord les 
moyens de place, 

12 _V 

puis les extrêmes^ 



puis à la fois les moyens et les extrêmes^ 

A— ± 

Si maintenant on pennute les deux membres de ehacune 
des égalités précédentes^ on obtient quatre nouvelles propor- 
tions 





5 


12 


15 
12' 


5 
-V 


4 

fi' 


5 

^18* 



SlMt. THioBJfHi VIII. Bam une êuite iê raffêirts igaus, la 
samiNf dêê fiumifateurs et eelk du HHêmmuUun fênmmt fin 
rëfpwi égal aux premiers. 

Soient les troifli rapports égaux 

9 i2 21 

ï5' 55' m' 

Je dis que la somme des pumé^atejiiijrs et celle des dénomina- 
teurs forment un nouveau rapport 

égal à chacun des rapports proposés. En effets chsftun des rap- 
ports proposés est égal à la fractiopl; ce qui signifie que le 
numérateur 9 du premier rapport est égal aux trois cinquièmes 

second rapport e^t ^f^ ^ux trois ci^qi^iènies de §Qa ^é^WP^" 
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teur ^0, et que le numérateur 21 du troisième rapport est ^al 
aux trois cinquièmes de son dénominateur 35. 

Or, imaginons que Ton veuille prendre les trois cinquièmes 
de la somme 

15 + 20 + 35 

des trois dénominateurs; il est clair que Ton obtient les trois 
cinquièmes de la somme de plusieurs quantités en prenant les 
trois cinquièmes de chacune d'elles; mais les trois cinquièmes 
de chaque dénominateur, c'est le numérateur correspondant; 
on aura donc la somme des numérateurs 
9 + 12 + 21, 

Ainsi la somme des numérateurs 9+12+21 est égale aux 
trois cinquièmes de la somme des dénominateurs 15+20+35; 
donc le rapport 

9+12+21 42 

ou -^^ 



15+20+35' 70 

est égal à la fraction |, comme chacun des rapports proposés. 

2A7. Corollaire I. Dans une suite de rapports égaux, si, 
après avoir miUtipliéles deux termes de chaque rapport par un 
même nombre, on fait la somme des numérateurs et la somme 
des dénominateurs, on obtient un nouveau rapport égal à cha- 
cun des rapports proposés. 

Soient les trois rapports égaux 

15 ~ 20 ~ 35* 

On ne change pas la valeur d'un rapport en multipliant ses 
deux termes par un même nombre. Si Ton multiplie par 3 les 
deux termes du premier rapport, par 5 ceux du second et par 
2 ceux du bpoisième, on a encore des rapports égaux 

9X3 _ 12X5 _ 21X2 
15X3~20X5~35X2* 

Si maintenant on fait la somme des numérateurs et celle des 
dénominateurs, on obtient un nouveau rapport 
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9x3+12x5+21x2 



15x3+20x5+35x2' 

égal à chacun des derniers rapports^ et par conséquent à cha- 
cun des rapports proposés. 

!t4l8. Corollaire II. Dans une suite de rapports égaux , la 
racine carrée de la somme des carrés des numérateurs et la ra- 
cine carrée de la somme des carrés des dénominateurs forment 
un rapport égal à chacun des rapports proposés. 
En eSèt^ les carrés des rapports égaux 
^_12_21 
15~20~35 

sont des rapports égaux 

9'_12'_21« 
15* ~ 20* "^35* 

Si Ton applique le théorème à ces derniers rapports^ on forme 
un rapport 

9«+i2*+21« 
15«+20»+35* 

égal à chacun d'eux; en extrayant la racine carrée, on a un 
rapport 



1/ 9*+12«+21* 



l^l5*+20»+35* 
égal à chacun des rapports proposés. 



CHAPITRE II 



349. Dans la plupart des questions de mathématiques^ on 
a à considérer deux quantités qui dépendent Tune de Tautre. 
Si, quand Tune devient un certain nombre de ft)is plus p'ande, 
l'autre devient le même nombre de fois plus grande , on dit 
que ces deux quantités variônt dans le même rapport ou sont 
proportionnelles. 

Par exemple, le prix d^una certaine quwtité Ha l^Ié dépend 
de la quantité que Ton achète. Si Ton achète une quantité 
deux fois plus grande , la i5omrri# à payer deviendra deux fois 
plus grande. Si Ton acheta une quantité trois fois plus grande, 
la somme à payer deviendra trois fois plus gfrande. En géné- 
ral, la quantité de blé et la valeur varient dans le mê|iie rap« 
port, ce qu'on exprime en disant que la valeur est proportion- 
nelle à la quantité. 

•Considérons une locoiQojiivfi ep ffloiivêment uniforme, c'est- 
à-dire parcourant le même espace dans le mêipe temps j 4§BS 
ce cas, on appelle vitesse le nombre de mètres parcourus en 
une seconde. L'espace parcouru par la locomotive dépend évi- 
demment du temps que l'on considère; dans un temps deux 
fois plus grand, elle parcourra un espace deux fois plus grand; 
dans un temps trois fois plus grand , un espace trois fois plus 
grand; l'espace parcouru et le temps varient donc dans le 
même rapport; en d'autres termes, l'espace parcouru est pro- 
portionnel au temps. 

9SO. Quelquefois, quand Tune des quantités devient un 
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certain nombre de fois plus grande ^ Tautre devient le même 
nombre de fois plus petite. Dans ce cas ^ on dit que les deux 
quantités yarient dam un rapport inverse ou sont inversement 
proportionnelles. 

Par exemple^ la quantité de blé que Ton peut acheter a¥ôc 
une somme déterminée dépend du prix de la mesure de blé. 
Si la mesure coûte deux fois plus, avec la même somme d'ar- 
gent on ne pourra acheter qu'une quantité deux fois plus petite. 
Si la mesure coûte trois fois plus, on ne pourra acheter qu'une 
quantité trois fois plus petite. Ainsi; la quantité de blé que Ton 
peut acheter avec une même somme d'argent et le prix de lit 
mesure varient dans un rapport inverse. 

Considérons le temps employé par une locomotive marchant 
uniformément pour aller d'une station à une autre. Ce temps 
dépend de la vitesse de la locomotive : si la locomotive marche 
avec une vitesse deux fois plus grande? elle mettra^ pour par- 
courir la même distance^ un temps deux fois plus petit; si elle 
marche avec une vitesse trois fois plus grande, elle mettra un 
temps trois fois plus petit. Ainsi, le temps que met la locomo- 
tive à parcourir une certaine distance et la vitesse varient dans 
un rapport inverse. 

951. Souvent une quantité dépend à la fois de plusieurs 
autres. Par exemple, le poids d'une plaque de fer, d'une cer- 
taine épaisseur, dépend de la longueur et de la largeur de la 
plaque. Si la longueur devient deux fois plus grande, la lar- 
geur restant la même, le poids devient deux fois plus grand. 
De même , si la largeur devient deux fois plus gr^qde, la lon- 
gueur restant la même, le poids devient aussi deux fois plus 
grand. Ainsi le poids varie dans le même rapport cjue la lon- 
gueur et la largeur. Le poids de la plaque dépend aussi de son 
épaisseur : quand l'épaisseur est deux fois plus grande, la lon- 
gueur et la largeur restant les mêmes, le poids devient deux 
fois plus grand. On dira donc que le poids d'une plaque de fer 
est proportionnel à sa longueur, à sa largeur et à soq éiMÎil- 
seur. 

La longueur que l'on peut recouvrir sur upQ route dépend 
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de la quantité de pierres dont on dispose et de l'épaisseur de la 
couche que Fon veut former. Avec une quantité de pierres 
double^ l'épaisseur restant la même^ on peut recouvrir une 
longueur double. Mais si l'on donne à la couche une épaisseur 
deux fois plus grande, la même quantité de pierres ne pourra 
recouvrir qu'une longueur moitié moindre. Ainsi, la longueur 
recouverte varie dans le même rapport que la quantité de 
pierres et dans le rapport inverse de l'épaisseur de la couche. 

Nous avons déjà résolu (livre III, chap. VI) par une méthode 
très-simple, dite de réduction à l'unité, un grand nombre de 
questions dans lesquelles il entre des quantités qui sont dans 
le même rapport ou dans un rapport inverse. Nous allons re- 
prendre quelques exemples; les remarques que nous ferons 
sur ces exemples nous conduiront à une règle générale pour 
toutes les questions de cette espèce. 

Problème I. 6 hectolitres de blé ont coûté 150 francs. Ck)m- 

bien coûteront 10 hectolitres? 

Nom avons dU : puUque 6 heeiolitres^ coûtent 150 franes, un hedolUre 

150 
coûte iix fois moins, soit -^ ou 25 francs; f heetoUtres coûteront dix fois 
6 

plus, soit 25XiO ou 250 francs, et nous avons écrit le raisonnement de la 

manière suivante : 

6 hectolitres coûtent. . 150 A*. 

150 



1 W. 



6 



,0 u. î£!î2iL«=îso^. 

6 

Dans cette question^ on a à considérer la quantité de blé et le prix. U 

prix varie dans le même rapport que la quantité. On conntAt le prix de 6 

hectolitres et on demande celui de 10 hectolitres. Nous remarquons que pour 

trouver le prix de la seconde quantité, il suffit de multiplier le prix de U 

première quantité, 150 firancs, par le rapport -^delu seconde quantité h la 

première. 

Problème II. Une locomotive, marchant uniformément, par- 
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court 3000 mètres en 5 minutes. Quelle distance parcourt-elle 

en 7 minutes? 

'^ Nous avons dit : Enb minutes la locomotive parcourt 3000 mètres; en 1 

3000 
minute f elle parcourt une distance cinq fois plus petitCf soit ou 600 

u 

mètres. En 7 minutes, elle parcourt une distance sept fois plus grande que 

la distance parcourue en une minute, soit 600x7 ou 4â00 mètres, et nous 

avons écrit 

En 5 minutes, la distance parcourue est 3000 tnètres, 

« . 3000 

En\ -^, 

o 

3000X7 ,^^^ 

Enl r =4200« 

o 

Dtms cette seconde question, on a à considérer deux sortes de quantités, le 

temps et le chenân parcouru. La distance parcourue et le temps varient dans 

le même rapport. Nous remarquons que Von obtient la distance cherchée en 

7 
multipliant la distance connue 3000 mètres par le rapport - du second temps 

au premier* 



Problème UL Avec une certaine somme d'argent^ on a acheté 
1200 hectoUtres de blé, le prix de Thectolitre étant à 9 francs. 
Quelle quantité de blé pourra-t-on acheter avec la même 
somme» le prix de Thectolitre s'étant élevé à li francs? 

Quand Vhectolitre coûte 9 francs, on a acheté iSOO hectolitres de blé pour 

une certaine somme d'argent. Si Vhectolitre ne coûtait que 1 franc, on aurait 

une quantité de blé neuffoisplus grande pour la mémesomme, soit 1200X9ft. 

Mais Vhectolitre coûtant 1 1 francs^ on en aura une quantité onze fois plus 

1200X9 
petite, soit — — — = 9818^», à un dixième près, 
w 

Dans cette question, on a à comidérer deux sortes de quantités : le prix de 

Vhectolitre, et la quantité de blé que Von peut acheter avec une même somme 

émargent, La quantité et le prix de Vhectolitre varient dans un rapport iit- 

verse. Nous remarquons que Von obtient la quantité de blé cherchée en mul- 

9 
tipUant la quantité connue 1300 h. par le rapport 7- de V ancien prix au 

nouveau. 



Problème IV. Une locomotive qui se meut uniformément 
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avec une vitesse de 10 mètres par seconde a mis 20 minutes 
pour aller d'une ville à une autre. Quel temps mettra-t-elle à 
parcourir la même distance si elle marche avec une vitesse de 
13 mètres par seconde? 

La locomotive, marchant avecune vitetse de iO mètres par ieconde, amis 
2Ô minutes pour aUer d'une ville à Vautre. Si elle marchait avec une vitesse 
de 1 mètre par seconde, elle mettrait un temps dix fois plus grand, sait 20X10 
minutes. Marchant avec une vitesse de i^ mètres, elle mettra un temps 13 

fois plus petit, soit — — — minutes, ou 13,23 minutes, 
13 

Dans cette question, on a à conMérer la vitesse de la locomotive et le 

temps qu^elle met à parcourir une même distance. Ces deux quantités varient 

dans un rapport inverse. Oh obtient le temps cherché en muttipliant le temps 

10 
àonm, ÎO minmes, par le rapport 7^ de Vandenne vitesse à la nouvelle. 

lu 



2i2. Ce qui précède nous permet de formuler une règle 
générale pour résoudre immédiatement toutes les questions 
dans lesquelles on n'a à considérer que des quantités qui va- 
rient dans le même rapport ou dans un rapport inverse. La 
question peut être posée en ces termes : Une quantité dépend 
d^ne autre; on connaît la valeur de la première^ qui corre»* 
pond à une certaine valeur de la seconde ; celle-ci change et 
prend une autre valeur. Que devient la première quantité? 

n y a deux cas à distinguer : si les deux quantités varient 
dans le même rapport, on multiplie la valeur connue de la pre- 
mière quantité par le rapport des deux valeurs de la seconde^ 
rapport de la nouvelle valeur à Fancienne^ et Ton aura ainsi 
la nouvelle valeur de la première quantité. Si les deux quan- 
tités varient dans un rapport inverse, on multipliera encore la 
valeur connue de la première quantité par le rapport des deux 
valeurs de la seconde^ mais on prendra le rapport en ordre 
inverse, c'est-à-dire de l'ancienne valeur à la nouvelle. 

Ainsi, dans le problème II, Tespace parcouru par la loco- 
motive et le temps varient dans le même rapport; pour avoir 
le nouvel espace, où a multiplié l'espace connu 3000°> par le 
rapport l des temps, rapport du nouveau 7 à l'ancien 5. 



bans le problème IV, le temps mis par Ufie locomotive à 
parcourir une certaine distance et la i^itesse Varient dans uii 
rapport inverse. Pour aVOir le temps cherché, on a multiplié 
le temps connu, 20 minutes, par le rapport ~ de Tancienne 
vitesse i à la nouvelle i 3. 

Nous allons appliquer cette règle à des exemples plus Com- 
pliqués. 

Problème V. tlne plaque de fer de 1*,20 de longueur sur 
0»,43 de largeur, pèse 400 kilogrammes. Combien pèsera une 
plaqiie dé fer de même épaisseur, mais ayant 1"',70 de lon- 
gueur sur (y^fib de largeur ? 

£e P$IÛ9 ée h pèÊquê déj^ê à Ut fifU de m hnffueur et ë4 m Imrieur. 

Faisane d'oHM varier m hngêeur êi cherchent ce que peu umt plêque de 

i>n,70 de longueur eur 0''y43 de largeur , La largeur restant la même, le 

paidi varie dans le même fûppdrt ^ne la longdeur, H faudra donc multiplier 

1,70 
lepoide connu 100 k., par le rapport --—- de la nouvelle longueur à Van- 

cknne, ce qui donne 

100 viî^ 

Faisom maintenant varier sa longueur et cherchons ce que pèse une plaque 

de l'A, 70 de longueur sur 6*^,65 de largeur, ta longueur reétant la même, le 

poids varie dans le même rapport que la largeur; il faudra donc multiplier 

0,65 , 
le poids précédent par le rapport -— de la nouvelle largeur à V ancienne, ce 

«M donnepoitt le poids eherOké 



PitOBiÈME VI. Une plaque de fer de i",40 de longueur sur 
0-,43 de largeur et 0«',0Î8 d'épaisseur, pèse 100 Itilogramm^s. 
Combien pèsera une plaque de fer de 4",70 de longueur, sur 
0*',65 de ïaï^eur et 0,018 d'épaisseur ? 

Lepoidê de la plaque dépend de la longueur y de la largeur et de Vépais* 
seur^ et Hoirie iwns le même rapport que chacune de ces trois quantités. H 
iieuâtë done moMpiier H pMs connu par le rapport des longueurs, par 
celui des largeur set par celui des épaisseurs, en prenant chaque rapport dans 
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Vordre direeif c'eti-ihdire de la nouvelle valeur à Vaneieufie. On aura oinii 
pour le poidê cherché, 

f.70 0,05 0.018 

Problème VU. Avec 150 mètres cubes de pierres, on a recou- 
vert sur une route une longueur de 240 mètres, en donnant 
à la couche de pierres une épaisseur de O^'^iS. Quelle longueur 
pourra-tron recouvrir avec 300 mètres cubes de pierres, mais 
en donnant à la couche une épaisseur de 0",20? 

La longueur que Von peut recouvrir varie dans le même rapport que la 
quantité de pierres, maiê dans un rapport inverse avec r épaisseur de la couche. 
Il faudra donc multiplier la longueur connue 240 mètres, par le rapport de 
la nouvelle quantité de pierres à Vancienne, et par le rapport de Vancienne 
épaisseur à la nouvelle. On trouve ainsi pour la longueur cherchée 
300 0,15 

'-*'''< m'' Wo=^'^'"'' 

ItSS. Il faut examiner avec beaucoup de soin si les quan- 
tités de différentes sortes qui entrent dans la question varient 
bien dans le même rapport ou en rapport inverse. Soit, par 
exemple, la question suivante : Une pierre en tombant pen- 
dant trois secondes parcourt 44 mètres. Quel espace parcourra- 
t-elle en tombant pendant 5 secondes? L'expérience démontre 
que, dans la chute des corps, l'espace parcouru en 2 secondes 
est 4 fois plus grand que Tespace parcouru dans la première 
seconde; que Tespace parcouru en trois secondes est 9 fois plus 
grand; en un mot, que l'espace parcouru ne varie pas comme 
le temps, mais comme le carré du temps. Pour résoudre 
la question proposée, on multipliera donc Tespace donné, 
44 mètres, non par le rapport | des temps, mais par le carré 
de ce rapport» ce qui fait 44 x ^=122 mètres. 

Proposons-nous encore la question suivante : Le soleil, 
3 heures après son lever, est à 20 degrés au-dessus de Tho- 
rizon. A quelle hauteur sera-t-il 5 heures après son lever? La 
hauteur du soleil au-dessus de Thorizon ne croit pàs dans le 
rapport du temps, puisqu'après s'être élevé jusqu'à midi il 
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s'abaisse ensuite du côté de Touest. Le calcul est beaucoup 
plus compliqué. 

Les questions d'intérêt se rapportent aux quantités propor- 
tionnelles; car^ d'une part, le revenu est proportionnel au 
capital; d'autre part^ lorsqu'on prend l'intérêt simple^ le re- 
venu est proportionnel à la durée du placement. 



Partage en parties proportionnelles. 

Itft#. On dit que des nombres sont proportionnels à d'autres 
nombres, lorsque le rapport d'un nombre quelconque de la 
première série au nombre correspondant de la seconde série 
est constant. Ainsi les trois nombres W, 30, 50 sont propor- 
tionnels aux trois nombres ^, 3, 5, puisque le rapport de 20 à 
2 est le même que celui de 30 à 3 et que celui de 50 à 5, cei 
qu'on écrit 



• 


20 30__80 
2 "■ 3 ~ 4 


Le rapport est 10. 





PROBufeMB Vin. Partager 100 francs en trois parties propor- 
tionnelles aux nombres % 3, 5. 

Si l'on appelle Xy af x" les trois parties , on a les rapports 



2~I~T* 

La somme des numérateurs, c'est-à-dire la somme des parts 
est égale à la quantité à partager, 100 francs ; la somme des 
dénominateurs 2+3-|-5 égale 10; mais le rapport ainsi formé 
est égal à chacun des rapports proposés. On a donc 

î— î!— îl— 12? — -f • 
2~3 ~ 5 "" 10 ~ ' 

46 
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d'où roii déduit 

X =10x2=20, 
aj' =10X3=30, 
aî"=40x5=5O. 

Gomme ^ériâcationi on s'assurera que la somme des parts, 
20+30+50 est bien égale à 100. 

Problémb IX. Partager 1600 francs entre 12 hommes, 
15 femmes et 20 enfants, de manière que la part de chaque 
femme soit les | de celle de chaque homiM^ et la part d'un 
enfant la moitié de celle d'une femme. 

La part d'une femme étant les | de celle d'un homme et celle 
dHm enfant, la moitié de celle d'une fenune, c'est-à-dire les 
^ de celle d'un homme; ces trois parts sont respectîTem^st 
proportionnelles aux nombres fractionnaires 

1 ? i- 

' 5' 10' 

OU aux nombres entiers 10, 6, 3, que Ton obtient en multi- 
pliant les précédents par 10. 

Si donc on appelle x la part d'un homme, a/ celle d^une 
femme, a/^ celle d'un enfant, on aies rapports égaux 

10 ~ 6 *^ 3 

MultipUant maintenant les deux termes du premier rapport 
par 12, les deux termes du second par 15, les deux terma» du 
troisième par 20; ajoutant, d'une part les numérateurs, d'autre 
part les dénominateurs, nous formons un rapport 

a?Xl2 + a;^Xl5 + a/'x20 
10X42+0X15+3X20 

égal à chacun des proposés. Or le numérateur de ce dernier 
rapport est la somme à partager 1600 francs, le dénominateur 
égale 220; on a donc finalement • 

aî_a/_a/'_1600_ 
ÏO— 6-T-27Ô-^^^®^ 
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d'où Ton déduit 

a?=59,259, 0^=35,555, a/'=17,778. 

Problème X. Trouver trois nombres proportionnels aux 
nombres 3^ 5^ 1, et tels que la somnaa de leurs carrés soit égale 
à 332. 

En désignant ces trois nMibres par 4», «^ 00*^ on a 



3~^~ "^ ~ t^3' + 5'+7" ~ 1/83 ~ 
d'où 
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9ftft. Définition. On tkffeVLeprogresiion arithmétique une 
suite de nombres tels que la différence entre deux nombres 
consécutifs est constante. Cette différence se nomme raison de 
la progression. 

La progression est croissante, lorsque les nombres qui la 
composent Tont en croissant. Daps ce cas^ chaque terme est 
égal au précédent augmenté de la raison. 

Au contraire , la progression est décroissante , lorsque les 
nombres qui la composent vont en décroissant. Dans ce cas, 
chaque terme est égal au précédent diminué de la raison. 

Voici deux progressions arithmétiques 

i 2. 5. 8. 41. U. 17. 20, 
720. 17. U. 11. 8. 5. 2, 

Tune croissante, Fautre décroissante, dont la raison est 3. 

!tft6. Théorème I. Dans une progression arithmétique^ 
un terme de rang quelconque égale le premier terme augmerh 
té ou diminué de la raison répétée autant de fois qu'il y a de 
termes avant lui. 
Soit d'abord une progression arithmétique croissante 
•J 2 . 5 . 8 . 11 . U . 17 . 20. 
Le second terme égale le premier plus la raison, 

5=2 + 3. 

Le troisième terme égale le second plus la raison, et par con- 
séquent le premier plus deux fois la raison, 
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8=5 + 3=2 + 3 + 3=2+3x2. 

Le quatrième terme égale le troisième plus la raison^ et par 
conséquent le premier plus trois fois la raison^ 

H=8 + 3=2 + 3 + 3 + 3=2 + 3x3, 

et ainsi de suite. 
Soit maintenant une progression arithmétique décroissante 
7 20 . 47 . U . 11 . 8 . 5 . 2. 

Le second terme 17 égale le premier 20 moins la raison 3^ 
17=20—3. 

Le troisième terme 14 égale le second moins la raison, c'est-à- 
dire le premier moins deux fois la raison 

14=17—3=20—3—3=20—3x2. 
Le quatrième terme 11 égale le troisième moins la raison^ 
c'est-à-dire le premier moins trois fois la raison^ 

H =14— 3=20— 3— a — 3=20— 3 X 3, 

i et ainsi de suite. 

9fif. Insérer entre deux nohrrss donnés un certain 
NOiiRRE DE MOYENS ARITHMÉTIQUES. On appelle moycus arith- 
métiques^ insérés entre deux nombres donnés, des nombres 
qui forment une progression arithmétique dont les deux 
nombres donnés soient les deux extrêmes. La question revient 
évidemment à trouver la raison de la progression. 
< Soit à insérer cinq moyens arithmétiques entre les deux 

f nombres 2 et 20. On sait que le dernier terme de la progres- 
sion 20 égale le premier % plus la raison répétée autant de 
fois qu'il y a de termes avant lui; or le nombre des termes 
qui précèdent le dernier terme, c'est le nombre des moyens 
à insérer plus un; donc le dernier terme égale le premier 
plus six fois la raison. Si du dernier terme on retranche le 
premier^ la différence 18 égale six fois la raison; en divisant 
cette différence par 6^ on ala raison elle-même 3. Ainsi : 

RÈGLE. Pour trouver la raison de la progression, prenez la 
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différence des deux nombrêê donnés^ ei divina cette différence 
par le nombre dés moyens à insérer plus un. 

Une fois qu'on connaît la raison de la progression^ il est 
facile de former les moyens demandés; en ajoutant la raison 
au plus petit des deux nombres donnés^ on forme le premier 
moyen; en l'ajoutant à ce premier moyen on foroio te second 
moyôn^ et ainsi de suite. On a donc la progression 

958. Théorème H. Siy mttedeïlK termes consécutifs d'une 
progression arithmétique, on insire un même nombre de moyens 
arithmétiques, les progressions partielles ainsi formées com- 
posent une seule et même progression. 

En effets puisqu'on insère le même nombre de moyens entre 
deux termes consécutifs de la progression et que la différence 
de ces deux termes est constante^ la raison est la même dans 
toutes les progressions partielles; d'autre part, comme le 
dernier terme de chaque progression partielle est le premier 
de la progression suivante, ces progressions partielles se con- 
tinuent de manière à ne former qu'une seule et même pro- 
gression. 

V59. TttÉORÈm IIL Dam toute progression arithméîiqw, 
la somme de deux termes igalement éloignés des eœtrimiîés est 
constante et égale à la eomme des ewtrimee. 

Soit la progression 

^2. 8. 8. H. 14.17. 10. M. ÎÔ. 

ie considère le second terme et l'ayant-dernier. Le second 
terme 6 égale le premier plus la raison; l'ayant-dernier terme 
23 égale le dernier moins la raison : donc la somme 5 -f 23 
égale la somme des extrêmes 2 + 26. 

Je supprime les deux extrêmes 2 et 26 ; il reste une progres- 
sion qui commence à 5 et qui finit à 23. Si Ton répète sur 
cette progression le même raisonnement, on en conclut que la 
somme 8+20 égale 5+23, et par conséquent la somme des 
extrêmes 2+26. Et ainsi de suite. 
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RiXAiQUE. La progression précédente renferme m nombre 
impair de termes; il y a au milieu un terme 14 également 
distant des deux extrémités. Quand on a supprimé progressi- 
vement d'un côté et de Tautra un nombre suffisant de termes^ 
on arrive à la progression 

f 11.14.47. 

he terme 14 égale, 4'une part 11 plus la raison, d'autre 
part 17 moin3 }a raison; donc deux fois 14 égale la sfimme 
il +17 et par conséquent la somme des extrêmes 2+26. Ainsi 
quand la progression renferme un nombre impair de termes, 
deux fois le terme du milieu égale la somme des extrêmes. 

!t60. Théorème IV. La somme des termes d'une progresriùn 
arithmétique égale la moitié du produit de la somme des ex- 
trêmes par le nombre des termes. 

J'écris la progression proposée au-dessous d'elle-même en 
sens inverse 

i 9, 5. 8,11 .14.17.20.23.26, 
^16.23.20.17.14.11. 8. B. 2; 

je remarque que les deux termes qui se correspondent dans 
ces deux progressions sont des termes également distants des 
extrémités dans la première progression, et que par conséquent 
leur somme est constante et égale à la somme des extrêmes 
2+26; si donc on additionne les deux progressions terme à 
terme, la somme totale se composera de la somme des extrêmes 
2+26, répétée autant de fois qu'il y a de termes dans la pro- 
gression proposée. Mais cette somme est le double de celle 
qu'on cherche. Donc la somme des termes de la progression 
égaie la moitié du produit de la somme des extrêmes par le 
nombre des termes. 

961. Remarque. 11 est bon de représenter par des formules 
les principales propriétés des progressions. Si l'on appelle a, b, 
c, hyk,l, les termes successifs d'une progression arithmé- 
tique croissante 

^ a .b . c, , , ..•. h .k .1^ 
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n le nombre des termes^ r la raison, s la somme des termes, 
on a 

l=a+{n-i)r, 

«_ ^ -. 

Applications, i^ Les nombres entiers consécutifs forment 
une progression arithmétique croissante dont la raison est 
Tunité. La somme des n premiers nombres entiers est 

1+2+3+ +n= 

Par exemple^ la somme des 20 premiers nombres entiers égale 
210. 

2o La suite des nombres impairs forme une progression 
arithmétique croissante dont la raison est 2; le fV^ terme de 
la progression est égala 2n— 1. La somme des n premiers 
nombres impairs 

1+3+5+7+ +(2n-.l)=?îî^=n^ 

égale le carré de n. 
Ainsi : 

1 + 3=2% 1+3+5=3», 1 + 3 + 8 + 7=4% etc. 



CHAPITRE IV. 



Définilion. 

999. On appelle progressiùn géométrique une suite de 
nombres tels que le quotient de deux nombres consécutife est 
constant. Le quotient de chaque terme par le précédent se 
nomme raison. 

La progression est croissante ou décroissante^ suiyant que 
la raison est plus grande ou plus petite que l'unité. Voici deux 
progressions géométriques , 

f^ 2 : 6 : 18 : u : les : 4^6 : i458, 
a itës : 486 : 162 : 54 : i8 : 6 : 2, 

Tune croissante^ l'autre décroissante. La raison de la première 
est 3^ celle de la seconde |. 



TfliOBiiiB I. Dans une progression géométrique, un 
terms de rang quelconque égale le premier terme multiplié par 
la raison élevée à une puissance marquée par le nwibre des 
termes qui précèdent. 
Soit la progression 

H 2 : 6 : 18 : 84 : 162 : 486 : 1458. 

Le second terme 6 égale le premier multiplié par la raison, 

6 = 2x3. 

Le troisième terme égale le second multiplié par la raison^ et 
par conséquent le premier multiplié par la seconde puissance 
de la raison, 

18 = 6 X 3=2.3.3 = 2 X3«. 
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Le quatrième terme égale le troisième multiplié par la raison^ 
et par conséquent le premier multiplié par la troisième puis- 
sance de la raison^ 

54 = 18 X 3 = 2.3.3.3 = 2 X 3», 
et ainsi de suite. 

Insérer entre deui nombres donnés on certain nombre de moyens 



904I. On appelle moyens géométriques, insérés entre deux 
nombres donnés^ des nombres qui forment une progression 
géométrique dont les deux nombres donnés soient les deux 
extrêmes. La question revient évidemment à trouver la raison 
de la progression. 

Soit à insérer cinq moyens géométriques entre les deux 
nombres 2 et 1458. On sait que le dernier terme de la progres- 
sion 1458 égale le premier 2 multiplié par la raison élevée à 
une puissance marquée par le nombre des termes qui précè- 
dent; or le nombre des termes qui précèdent le dernier terme^ 
c'est le nombre des moyens à insérer plus un j donc le dernier 
terme égale le premier multiplié p^r la sixième puissance de la 
raison. Si Ton divise 1458 par % le quotient 7^9 est la sixième 
puissance de la raison; en extrayant la racine sixième de 729, 
on a la raison elle-même 3. Ainsi : 

Râglk* Pour trouver la raison de la progression, divisez le 
dernier terme par le premier y et extrayez du quotient une racine 
ayant pour indice le nombre des moyens à insérer plus un. 

Une fois que Ton connaît la raison de la progression, il est 
facile de former les moyens demandés. En multipliant le pre- 
mier nombre par la raison, on forme le premier moyen; en 
multipliant ce premier moyen par la raison, on forme le se- 
cond moyen, et ainsi de suite. On a donc la progression 
fî 2 ; 6 ; 18 : 54 ; 162 ; m ; 1458, 

SOS. Théoaéiib U. Si entre deuoi l«rm#f consécutifs d'une 
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pr&gr^sion géométrique on imire un même nombre de rnùyera 
géométriques y les progressions partiellen aimi obtenues cùmpo* 
sent une seule et mêm^ progression. 

En effet, puisqu'on insère le même nombre de moyens entre 
deux termes consécutib de la pi^gression, et que le quotient 
de ces deux termes est constant, la raison sera la même dans 
toutes les progressions partielles. D'autre part, comme le der* 
nier terme de chaque progression partielle est le premier de 
la progression suivante > ces progressions partielles se conti- 
nuent de manière à ne former qu'une seule et môme progres- 
sion. 

^••. Théoremb m. Dans toute progression géométrique, 
le produit de deux termes également distants des extrémités est 
constant et égal au produit des extrêmes* 

Soit la progression 

H â : 6 : 18 : 54 : lea ; 486 : i458 : 43t4 : i3i2i. 

Je considère le second terme et raTant-dernier. Le second 
terme 6 égale le premier multiplié par la raison, Tavant-der- 
nier terme 4374 égale le dernier divisé par la raison; donc le 
produit 6x4374 égale le produit des extrêmes 2x13122. 

Je supprime les deux extrêmes 2 et 13122, iU^este une pro- 
gression qui commence à 6 et finit à 4374. Si l'on répète sur 
cette progression le même raisonnement, on en conclut que le 
produit 18x1458 égale le produit 6x4374, et par conséquent 
le produit des extrêmes 2x13122, et ainsi de suite. 

Reuarque. La progression précédente renferme un nombre 
impair de termes; il y a au milieu un terme 162 également 
distant des deux extrémités. Quand on a supprimé progressif 
vement d'un côté et de l'autre un nombre suffisant de termes^ 
on arrive à la progression 

H 54 ; 162 : 486, 

Le terme 162 égale, d'une part 54 multiplié par la raison, 
d^autre part 486 divisé par la raison; donc le carré de 162 égale 
le produit 54X466, et par conséquent le produit des extrêmes 
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2x13123. Ainsi^ quand la progression renferme un nombre 
impair de termes, le carré du terme du milieu est égal au pro- 
duit des extrêmes. . 

9W. TaioRjiaiB lY. On obtient le produit des termes {Ttme 
progression géométrique en faisant le produit des extrêmes, éle- 
vant ce produit à une puissance marquée par le nombre des ter- 
mes, et extrayant la racine carrée du résultat. 

J'écris la progression proposée au-dessous d'elle-même^ en 
sens inyerse, 

H 2 : 6 ; 18 : 64 : 162 : 486 : 1458 ; 4374 : 13122, 
âA 13122: 4374; 1458: 486: 162 : 54 : 18 : 6 : 2. 

Je remarque que les deux termes qui se correspondent dans 
ces deux progressions sont des termes également distants des 
extrêmes dans la première progression, et que par conséquent 
leur produit est constant et égal au produit des extrêmes 
2x13122. Si donc on fait le produit de tous les termes des 
deux progressions, considérés comme autant de facteurs, on 
aura autant de facteurs, égaux chacun au produit des extrêmes, 
qu'il y a de termes dans la progression; il y a neuf termes; le 
produit final sera donc la neuyième puissance du produit des 
extrêmes. Hais, puisqu'on a pris chaque terme deux fois comme 
facteur, ce produit est égal au carré du produit des termes de 
la progression proposée; on aura donc le produit demandé en 
extrayant la racine carrée du résultat. 

90S. Reharqub. Si l'on appelle a, 6, c, h, k, 2, les termes 

successifs d'une progression géométrique 

TT <I#0»C. ••••••• ^ n ^ rC t If 

r la raison, n le nombre des termes, P le produit des termes, 
on a les formules 

l=iaxr^-\ P=\/{axl)\ 

Si dans l'expression du produit on remplace le dernier terme I 
par sa valeur, on trouve 
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On demande ; par exemple, le produit des sept premiers 
termes de la progression géométrique dont le premier terme 
est S et la raison 2. 

fr 5 : 40 : 20 : 40 



.••••#••« 



En appliquant la seconde formule^ on trouTe 

P=5' X 2" =2** X 10^= 163840000000. 

>••. THÉOBiME y. On obtient la êomme du termes (Pune 
progression géométrique croissante, en multipliant le dernier 
terme par la raison, retranchant le premier terme et divisant 
la différence par la raison diminuée d'une unité. 

Soit la progression géométrique croissante 

H 6 : 18 : 54 : 102 : 486 : i458. 

J'appelle S la somme des termes 

S=6 + 18+»4+162+486 + 1458- 

Je multiplie par la raison 3 tous les termes et par conséquent 
la somme elle-même^ en obseryant que le produit d'un terme 
par la raison égale le terme suiyant; j'ai ainsi 

Sx 3=18+54 + 162 + 486+1458 + 1458x3. 

De cette seconde somme je retranche la première; tous les 
termes de la première somme se retranchent^ excepté le pre- 
mier; j'ai donc 

Sx3-S=1458x3-6. 

De trois fois la somme cherchée^ j'ai retranché cette somme 
elle-même; la différence égale deux fois cette somme^ c'est-à- 
dire le produit de la somme S par la raison diminuée d'une 
unité. J'obtiendrai donc la somme cherchée S en diyisant la 
différence par la raison diminuée d'une unité; ainsi 

U58x3-6_4368_..^. 
S ^-^ ^^-2184. 

Sl'O. TniORiHE VI. On obtient la somme des termes d^une 
progression géométrique décroissante, en retranchant du pre- 
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mer terme h dernier multiplié par la ruiêon, et divieant la 
différence par Yunité diminuée de la raison. 
Soit la progression géométrique décroissante 

fr 1458 : 486 : 161 ; U ; 18 : 6. 
J'appelle S la somme des termes 

S=l458 + 486 + ie« + M+18 + 6. 

En multipliant par la raison | tous les termes et par consé- 
quent la somme eUe«-méme^ J'ai 

S X ^=486+162+S4+18+6+6X ^• 

Je retranche la seconde somme de la première^ ce qui donne 

8-^X^=1468— 6xi- 

De la somme cherchée S j'ai retranché le |de cette somme; 
la diflërence égaie les | de cette somme> c'est-à-dire le produit 
delà somme S par Tunité diminuée de la raison. J'obtiendrai 
la somme cherchée en divisant la différence par l'unité dimi- 
nuée de la raison. Ainsi 

14S8— 6xi 
Sts j — =2184. 

3T1. Remarque L On pouvait déduire immédiatement le 
théorème VI du théorème V. Si l'on écrit en ordre inverse les 
termes de la progression décroissante, on obtient une progres- 
sion croissante dont la somme est 

^ 1458x3-6 
3—1 

En divisant par la raison 3 les deux termes de la fraction, on a 

1458-6 x^ 
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SI'S. RniRQUB II. En conseryaDl tes notations précédentes^ 
on exprime la somme par la formule 

c_ ixr— g 

o = — •» 

r—i 

si la progression est croissante ^ par la formule 

1— r 

si la progression est décroissante. 

On demande, par exemple, la somme des dix premiers ter- 
mes de la progression 

Le dixième terme égale 2^; donc 

S=-s — -=2*^—1 = 1023. 

9f3 . Théorème Yll. La somme des termes d'une progression 
géométrique décroissante à l'infini a po)Âr limite le premier 
terme divisé par Vunité diminuée de la raison. 

La somme des termes d'une progression géométrique dé- 
oroînante 

f» a : » : e : d :.i 

est donnée par la formule 

c_ (i—lxr _ a Ixr 
1 — r 1— r 1 — r 

Si Ton prend un nombre de termes de plus en plus grand, 
la somme augmente, mais en restant toujours plus petite que 

la quantité ûxe - — . Le dernier terme I diminue sans cessée 

et l'on Toit aisément qu'il deyient plus petit que toute quan- 
tité donnée, quelque petite qu'elle soit. En effet, si le dernier 
terme restait toujours plus grand qu'une quantité donnée q, 
les termes précédents étant à plus forte raison plus grands que 
9, la somme des termes serait plus grande que qxn, et par 
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conséquent augmenterait au delà de toute limite^ ce qui 
est impossible. Puisque le dernier terme l deyîent aussi 

petit qu'on veut, le produit { x 7— de ce dernier terme 

par la quantité constante - — devient lui-même aussi petit 

qu'on veut ; donc, si Ton prolonge la progression indéfi- 
niment, la somme des termes s'approche de la quantité 

fixe 7^, de manière que la différence devienne plus petite 

que toute quantité donnée; en un mot, la somme des termes a 

pour limite la quantité -. — . 

En appliquant ce théorème à la progression géométrique 
décroissante 

••2 -r^s'ie 

dont la raison est |, on trouve que la somme des termes tend 
vers une limite égale à l'unité. 



9f4k. Bbvarocb I. Les fractions décimales périodiques ne 
sont autre chose que des progressions géométriques décrois- 
santes. Par exemple, la fraction décimale périodique simple 

0,35353535 

peut s'écrire 



35 35 35 

100 ■*" ioooo "^ 1000000 ■*" 



c'est une progression géométrique décroissante dont la raison 
est ^. Diaprés le théorème précédent, la somme des termes 
tend vers la limite 

35 35 
iOO _i00_35 
1 ~ 99 ~99' 
tOO 100 
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Cette limite est ce qu'on appelle la valeur de la fraction dé- 
cimale. 

9fSi. Remarque U. Nous avons vu (no 100) comment on 
forme les diviseurs d'un nombre entier donnée et comment on 
évalue à priori le nombre de ces diviseurs : il est facile aussi 
de trouver leur somme. SoitN=a°'&^cï un nombre entier dé- 
composé en facteurs premiers; les diviseurs du nombre N sont 
les différents termes du produit 

(i-|.a+a»+...+a«)x(i+6+6'+...+6P)X(l+c+c«+...+cTr); 

le nombre de ces diviseurs est 

(a+i)X(p+l)XY+i). 

Chacune des parenthèses est la somme des termes d'une pro- 
gression géométrique commençant à Tunité et ayant pourrai- 
son^ la première a, la seconde b, la troisième c; ces parenthèses 
ont pour valeurs a 

a«+^-l 6H"i^i çT+i^i 
a— i ' 6—1 ' c— 1 
Donc le produit finale ou la somme des diviseurs égale 

(a«+i->l)X(5P+i-i)x(c^+^— i) 
(a-l)x(6-i)X(c-4) 

Par exemple, le nombre 360 étant égal à 2* X3" x 5*, le nom- 
bre de ses diviseurs est (3-f-l) x (2+l)X (1 + 1 ), c'est-à-dire 24 ; 
leur somme est 

(2*-l)X(3»-l)X(5'->l) _ 

(2-1) X (3-1) X (5-^1) ~ 



4? 
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CHAPITRE I- 

VH^OBIB BWBM MAMAUTnmBBM. 

Prélimîaaires. 

9f9. Soient deux progressions. Tune géométrique coui* 
mençant par l'unité^ l'autre arithmétique commençant par 
zéro, 

H 1 : 3 : 9 ; 27 : 8t : 243 : 729 : 2187 : eseï : ...* 

T . 2 . 4 . 6 . 8 . 40 . 12 . U • 46 

Si Ton désigne généralement par a la raison de la première^ 
par b celle de la seconde, ces deux progressions se mettent 
sous la forme 

fr 1 : a : a* : a^ : a* ; a» : a« ; a'^ : a« ; 

7 . 6 . 26 . 36 . 46 . 06 . 66 . 76 . 86 

Je remarque que les termes de la progression arilbinétiqiie 
sont les multiples successifs de la raison, que les termes d^ l^ 
progression géométrique sont les puissances succesiives de hi 
raison. 

Ces deux progressions sont disposées de manière que les 
termes qui occupent le mémo rang soient placés ron au^des^ 
sous de Tautre; on voit que^ dans deux termes correspondante^ 
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par exemple a* et 56, le même nombre 5 sert à la fois d^xpo- 
sant et de multiplicateur. 

2ITT. Je multiplie deux termes de la progression géométri- 
que, par exemple a' et a*; pour cela j'ajoute les exposants 3 
et 5; le produit a^ est aussi un terme de la progression géo- 
métrique. J'additionne les deux termes correspondants 36 et 
56 de la progression arithmétique; j'ajoute 3 fois 6 à 5 fois 6; 
la somme 86 est aussi un terme de la progression arithmétique. 
On voit que l'exposant du produit a' est égal au multiplicateur 
de la somme 86; donc le produit et la somme se correspondent 
dans les deux progressions. 

Cette propriété est générale ; car si Ton multiplie deux ter- 
mes quelconques a*" et a*» de la progression géométrique, et 
si l'on additionne les deux termes correspondants 6xm et 
bxn de la progression arithmétique, on obtient un produit 
a«*« et une somme 6x(m+n), qui se correspondent évidem- 
ment dans les deux progressions. 

Je divise l'un par l'autre deux termes de la progression 
géométrique , par exemple a^ par a^ ; pour cela je re- 
tranche l'exposant du diviseur de celui du dividende ; le quo- 
tient a* est aussi un terme de la progression géométrique. Je 
prends la différence entre les termes correspondants 86 et 56 
de la progression arithmétique ; je retranche 5 fois 6 de 8 fois 6; 
la différence 36 est aussi un terme de la progression arithmé- 
tique. On voit que l'exposant du quotient a* est égal au mul- 
tiplicateur de la différence 36; donc le quotient et la différence 
se correspondent dans les deux progressions. 

Cette propriété est générale; car si l'on divise a"* par a* (m 
étant supposé plus grand que n), et si l'on retranche 6 xn de 
6xtn, le quotient a*"-* et la différence 6x(tn— n) se correspon- 
dent dans les deux progressions. 

J'élève à une certaine puissance un terme de la progres- 
sion géométrique, par exemple le terme a* à la troisième 
puissance; pour cela je multiplie l'exposant par l'indice de la 
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puissance; la puissance a" est aussi un terme de la progres- 
sion géométrique. Je multiplie par 3 le terme correspondant 
Ab de la progression arithmétique; le produit 12 6 est aussi un 
terme de la progression arithmétique. On voit que Fexposant 
de la puissance a^^ est égal au multiplicateur du produit 136; 
donc la pumance et le produit $e correspondent dans les deux 
progressions. 

J'élève généralement à la puissance n un terme quelconque 
a^ de la progression géométrique^ et je multiplie par n le terme 
correspondant 6xm de la progression arithmétique; la puis- 
sance a**^** et le produit bx{mxn) se correspondent dans les 
deux progressions. 

J'extrais la racine d'un terme de la progression géométri- 
que, par exemple la racine troisième de a"; pour cela je 
divise l'exposant par l'indice de la racine (je suppose cette 
division possible) ; la racine a^ est aussi un terme de la pro- 
gression géométrique. Je divise par 3 le terme correspondant 
iSbde la progression arithmétique; le quotient Ab est aussi un 
terme de la progression arithmétique. On voit que l'exposant 
de la racine a^ est égal au multiplicateur du quotient Ab; 
donc la racine et le quotient se correspondent dans les deux 
progressions. 

WS. En arithmétique, on apprend à effectuer six opéra- 
tions sur les nombres : trois opérations directes et trois opéra- 
tions inverses. Les trois opérations directes sont : Taddition, la 
multiplication, l'élévation aux puissances. L'opération fonda- 
mentale est l'addition; la multiplication est l'addition de plu- 
sieurs nombres égaux ; Télévation à une puissance est le produit 
de plusieurs facteurs égaux. Les trois opérations inverses sont : 
la soustraction, la division , l'extraction des racines. La soustrac- 
tion est l'opération inverse de l'addition; la division est Topé- 
ration inverse de la multiplication; l'extraction des racines est 
l'opération inverse de l'élévation aux puissances. 

11 y a ainsi trois ordres d'opérations : 



t6S LIVRE YI.~GHAPITRB i. 

Pabuier ordee» . Addition Sotislraction. 

SECOND ORDRE. . MuUipUcation • • • . Diviiion* 
Troisième ordre. ÉUv. aux pui$$ance$. Extract, des raeinei* 

Gbaque ordre comprend une opération directe et une opé- 
ration inverse. Les opérations du premier ordre s'efiBectuent 
{àeilement et avec rapidité ; celles du second ordre sont déjà 
plus longues et plus difficiles; enfin celles du troisième ordre 
deviennent très-longues et tràs-pénibles. 

Les relations que Ton a reeonnues entre deux progressions^ 
Tune géométrique^ Pautre arithmétique^ permettent de rem- 
placer les opérations par d'autres plus simples. On demande^ 
par exemple, le produit de deux nombres 37 et 243» qui ap- 
partiennent à la progression géométrique; j'additionne les 
deux termes correspondants 6 et 10 de la progression arithmé- 
tique, ce qui donne 16 ; je regarde ensuite quel est le terme de 
la progression géométrique qui correspond à cette somme 16, 
c'est 6561; le produit cherché est 6561, puisque la somme et 
le produit se correspondent dans les deux progressions. 

Diviser 6561 par 243. De 16 je retranche 10, il reste 6; à 6 
correspond 37; le quotient demandé est 37. 

Élever 81 au carré. Au terme 81 de la progression géomé- 
trique correspond le terme 8 dans la progression arithmé- 
tique; je multiplies par 2, le produit est 16; à 16 correspond 
dans la progression géométrique le terme 6561 ^ Le carré de^ 
mandé est 6561. 

Extraire la racine carrée de 6561. A ce nombre correspond 
16; je divi^ 16 par % le quotient est 8; à 8 correspond SI ; la 
raçipe pUerchéç egt 81 • 

De celte inanièroj la multiplication de deux nombres de la 
progression géométrique est remplacée par Vaddition des ter- 
mes correspondants de la progression arithmétique. Ladtviston 
est remplacée par la ^ousftacU'on; une élévation aux puissances 
par une multiplication; une extraction de racine par une di- 
vision. En un mot^ les opérations du second ordre sont rem- 
placées parcelles du premier ordre; celles du troisième ordre 
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par celles du iecond ordre. Telle est rorigine de la théorie des 
logarithmes. 

néflnUlondM logr^HilimM. 

2J9. Étant données deux progressions^ l'une géométriqut 
commençant par Tunité^ l'autre arithmétique commençant 
par zéro^ 

ri i ; a ; a* ; a» : a* : 

A • 6 . 26 . 36 . 46 j 

les termes de la progression arithmétique sont dite les logor- 
rilhmes des termes correspondants de la progression géomé- 
trique. L'ensemble de ces deux progressions constitue un 
système de logarithmes. 

Les deux progressions par lesquelles on dé^nit les logarith- 
mes dont on fait habituellement usage^ et qu'on appelle pour 
cette raison {pjwnttmes vnigmrê», sont les wîvaDtQi 
H4 : 10 : 100 : looo : 

7O . 1 . 2 . 3 

Dans ee systènoe le logarithme de iO est 1^ celai de lOQ est % 
etc. 

On suppose en général que la raison a de la progression 
géométrique est plus grande que Tunité; de cette manière 
les termes de la progression géométrique vont en au^mentaiit 
et deviennent plus grands que toute quantité donnée j les 
logarithmes Tont aussi en augmentant à l'infini. 

J'ai défini les logarithmes des nombres qui font partie de 
la progression géométrique ; il est nécessaire d'étendre cette 
définition aux autres nombres. Si Ton insère entr§ deux 
termes consécutifs de la progression géométrique proposée 
un trèe -grand nombre de moyens géométriques j on torr 
mera une nouvelle progression géométrique qui renferma» 
une multitude de nombres. Si> par exemple, on insère imUe 
mojtm géométriques entre deux termes consécutifs^ la nou- 
yelle progression renfermera mille nombres compris eptre 
1 etiO, mille entre 10 et 100, etc. En insérant le même nom-r 
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bre de moyefis arithinéliques entre deux termes consécutifs 
de la progression arithmétique^ on formera une nouvelle pro- 
gression arithmétique qui donnera exactement les logarithmes 
de tous les nombres inscrits dans la nouvelle progression géo- 
métrique^ et approximativement les logarithmes de tous les 
autres nombres. 

9SO. Remarque I. Lorsqu'on insère n — 1 moyens entre 
les termes consécutifs des progressions proposées^ on forme 
deux progressions nouvelles i Tune géométrique , dont la 

raison^ que je représente par g, égale |/a, l'autre arithmé- 
tique dont la raison, que je représente par r, égale-; 

Hi : g : q^ ; g» : «* : 

f . r . 2r . 3r . 4r 

Un terme quelconque de la nouvelle progression géométrique^ 
étant une puissance de la raison^ sera représenté par q^ ou 

\}/aj ou ]/cr; le terme correspondant de la progression 
arithmétique^ étant un multiple de la raison^ sera rxm oa 

• Il en résulte que, par Tinsertion d'un nombre conve- 
nable de moyens, on obtient les logarithmes de tous les nom- 

bres qui peuvent se mettre sous la forme ]/âF, 

Afin de mieux fixer les idées à cet égard, je considère le 
système des logarithmes vulgaires; dans ce système, un terme 
quelconque de la nouvelle progression géométrique est de la 

forme l/ÎÔ^ et a pour logarithme — • Soit A l'un de ces nom- 

N 

bres, A=i/ÎÔ«; en élevant à la puissance n, on a A*=iO«; il 
est impossible d'abord que A soit un nombre commensurable 
fractionnaire, car sa puissance étant fractionnaire ne serait 
pas égale à un nombre entier 10'*'; d'autre part, parmi les 
nombres entiers, il n'y a que les puissances de 10 qui, élevées 
à une certaine puissance, donnent une puissance de 10. Ainsi^ 
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dans le système vulgaire, les puissances deiO sont les seuls nom- 
bres commensurables qui aient des logarithmes commensurabks; 
tout autre nombre entier, comme 2, 5, 50, ne fera jamais 
partie de la progression géométrique, quel que soit le nombre 
des moyens insérés. 

Remarque IL Quand on a inséré un très-grand nombre 
de moyens , les termes consécutifs de la nouvelle progres- 
sion géométrique diffèrent très -peu Tun de Tautre, de 
même que les termes consécutifs de la nouvelle progression 
arithmétique. Lorsqu'un nombre À ne fait pas partie de la 
progression géométrique, il est compris entre deux termes 
consécutifs qui en diffèrent très-peu et qui ont leurs loga- 
rithmes écrits dans la progression arithmétique; la diffé- 
rence de ces deux logarithmes, étant égale à la raison - de la 

progression arithmétique, peut être rendue aussi petite qu'on 
veut. On prendra pour logarithme de A Tun ou Tautre de ces 
deux logarithmes. 

Propriété* fondamentale* des loyarltliiÉLea. 

9S1. Théorème L Le logarithme d'un produit égale la 
somme des logarithmes des facteurs. 

Ce théorème a été déjà démontré (n» 277). On a vu en effet 
que la somme de deux termes de la progression arithmétique 
correspond au produit des nombres correspondants de la pro- 
gression géométrique; donc la somme des logarithmes de deux 
nombres est le logarithme du produit de ces deux nombres. 

Soient donc a et 6 deux nombres quelconques, on a 

log. (a X 6)=log. a-l-log. b. 

Ce théorème s'étend évidemment à un nombre quelconque 
de facteurs. 

9S9. Théorème IL Le logarithme d'un quotient égale le 
logarithme du dividende moins le logarithme du diviseur. 
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Appelons e le quotient de a par A (a étant supposé plus grand 
que b). On a 

a=6xc, 

et^ d'après le théorème précédent, 

log. a=log.6+log.c; 
d'où 

log. c=log. a— log. b. 
Ainsi 

log.^=log. a— log.ft. 

3S3. Théorème IlL Le logarithme de la puissance d'un \ 
nombre égale le logarithme de ce nombre multiplié par l'indice 
de la puissance. 

En effet, la puissance a"* étant le produit de m facteurs 
égaux à a, on a 

a'^rziaxaxax ; 

d'où 

log. a«=log. a+log. a+log. a+ t 

log. a'^z^m log. a. 
Ainsi le logarithme du carré d'un nombre égale deux fois 
le logarithme de ce nombre, le logarithme du cube égale trois 
fois le logarithme du nombre, etc. 

984. Théorème IY. Le logarithme de la racine d'un nom* 
bre égale le logarithme du nombre divisé par Vindice du radical. 
Appelons b la racine m* de a ; on a 

et, d'après le théorème précédent, 

log. a=zm log. b; 
d'où 

log.6=-'2_. 
° m 

Ainsi 



_ «.^ log.a 

^ ^ m 
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Par exemple, la racine carrée ou la racine cubique d'un 
nombre a pour logarithme la moitié ou le tiers du logarithme 
de ce nombre. 

Ces diverses propriétés, qui ont déjà été aperçues dans les 
préliminaires, remplacent, comme nous l'avons dit, les opé- 
rations à effectuer sur les nombres par des opérations plus 
simples à effectuer sur les logarithmes; mais pour cela il est 
nécessaire de construire des tables renfermant les logarithmes 
des nombres. 



€)QA»lanicUoii 4'ane UMe 4e loyaritlunefl* 

985. Les logarithmes dont on se sert habituellement, et 
qu'on appelle logarithmes vulgaires, sont définis par les deux 
progressions 

H 1 : 10 : 100 : looo : loooo : 

iO . 1 . 2 . 3 . 4 

Le nombre qui a pour logarithme Funité est la base du système 
de logarithmes. Dans le système vulgaire, la base est 10. 

Les tables les plus usitées en France sont les petites tables 
de Lalande et les grandes tables de Callet. Les tables de La- 
lande contiennent les logarithmes des nombres entiers de 1 à 
iOOOO, avec cinq décimales. Celles de Callet sont plus éten- 
dues ; elles contiennent les logarithmes des nombres entiers 
de i à i08000, avec sept décimales. Pour construire les tables 
de Lalande, il suffit de déterminer les logarithmes de tous les 
nombres premiers plus petits que 10000; car, un nombre non 
premier étant un produit de facteurs premiers, on obtiendra 
son logarithme en additionnant les logarithmes des facteurs 
premiers qui le composent. Ainsi, puisque 72=2' X 3% on a 

log. 72=3 log. 2 + 2 log. 3. 

Mais quand ou additionne les valeurs approchées des loga- 
rithmes,, les erreurs peuvent s'ajouter, et par conséquent la 
même approximation ne se conservera pas jusqu'à la fin. Je 
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cherche avec combien de décimales il faut calculer les loga- | 
rithmes des nombres premiers^ pour qu'on puisse en déduire 
les autres logarithmes avec cinq décimales exactes. 

En formant par multiplications successives les puissances 
de 2, on trouve que 2** surpasse 10000; il en résulte qu'un 
nombre inférieur à 10000 renferme au plus 13 facteurs, et 
que par conséquent Terreur commise sera répétée au plus 13 
fois; si donc on détermine les logarithmes des nombres pre- 
miers avec sept décimales, on aura certainement cinq déci- 
males exactes jusqu'à la fin. 1 

La question est donc celle-ci : déterminer les logarithmes des 
nombres premiers inférieurs à 10000, avec sept décimales 
exactes. 



9SS. Je prends pour exemple le nombre 5, et, afin de simpli- 

fier, je me propose de déterminer son logarithme à moi ns de—- 

près. Le nombre 5 étant compris entre 1 et 10, spn logarithme 
est compris entre et 1; ce sera par conséquent une fraction 
proprement dite. En insérant n— 1 moyens, on obtient deux 

progressions qui ont pour raisons, Tune i/lO, Tautre -;le 

nombre 5 étant compris entre deux termes consécutifs de la 
nouvelle progression géométrique, son logarithme sera com- 
pris entre les deux termes correspondants de la progression 

1 

arithmétique; la différence de ces deux derniers étant -, on a 

1 

ainsi le logarithme de 5 avec une erreur moindre que -. Gomme 

i 

on veut que Terreur soit plus petite que -—-, on fera n=100. 

100 



Les deux termes consécutifs de la progression arithmétique 

ft A+l 

sont de la forme - » ; le nombre 5 est compris entre les 

n n 

deux termes correspondants de la progression géométrique 
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l/lO*, |/10*+*. Si Ton élève à la ne puissance^ le nombre 5« 
sera compris entre 40* et 10*** ; 

l/iÔ*<5<l/10*^S 
i0*<5«<i0*^*. 

Ainsi la détermination de k revient à la recherche de la plus 
haute puissance de 10 contenue dans 5^®^. 

Je forme par des multiplications successives la 100« puis- 
sance de 5, et je compte combien de chiffres elle renferme; 
elle renferme 70 chiffres. Or un nombre de 70 chiffres est 
plus grand que Tunité suivie de 69 zéros ou que 10*% plus 
petit que Tunité suivie de 70 zéros ou que iO'<* ; ainsi ^^^^ est 
compris entre 10^* et iO'^ 

10«»<5*o'<10''^ 
Il en résulte que le nombre cherché k égale 69, Le logarithme 
de S est donc compris entre 0,69 et 0,70. Ainsi : 

Règle. Pour avoir le logarithme d'un nombre avec une 

1 
erreur moindre que -, calculez la n® puissance de ce nombre^ et 

comptez combien de chiffres renferme cette puissance. En dé- 

signant par k + i ce nombre de chiffres, le logarithme cherché 

, k k+1 

est compris entre - et • 

n n 



î*87. Remarque I. Si Ton forme un tableau renfermant 
les puissances successives de 5, on obtiendra deux séries de 
nombres de plus en plus rapprochés et comprenant entre eux 
le logarithme cherché 

5* = 5, 0, i, 

S' = 25, 1 1, 

S» = 425, I 1, 



^' = 625, -, -.. 



3 
V 
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^• = 3«s> I V 

5* = 15625, ^, I 

4 5 

5' = 78125, ^, ;jf 

5» = 390625, : |, g» 



On voit d'abord que le logarithme de 5 est compris entre et i, 
puis entre s c* ^ > ^^^^ o ®* ^> ®'^'''® 7 ®* T> ^*^* 

2 «3 4 4 



iUSS. Remarque II. Mais au lieu de former toutes les puis- 
sances successives, il est plus simple de ne former que les 
puissances qui ont pour indice une puissance de 2; pour cela 
il suffit de multiplier par elle-même la dernière puissance 
obtenue; 

5* = 5, .... 0, 1, 

5« = 25, ' - i' ^> 

2 3 
5* = 625, . _ . j, j 

5 6 

5 !— oyuo^D, • • • . — » ô 



5««= 152587890625, .... ^, 1|, 

lo 46 



En multipliant 5' par 5% on obtient 5^; en multipliant 5^ par 
5*, on obtient 5', etc. De cette manière, Tapproximation croît 
beaucoup plus rapidement. 
Après m opérations, l'exposant est 2*" et la différence des 
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logarithmes est ^. II est aisé de voir^ d'après cela^ combien de 

multiplications il faudra faire pour obtenir le logarithme 

i 
d'un nombre donné ayec une certaine approximation-. Si 

Ton Teut^ par exemple^ le logarithme avec cinq décimales 

1 1 

exactes ou à moins de -r^, la différence — devant être égale 

i 

ou inférieure à — ^ on déterminera m de manière que 2*" soit 

égal ou supérieur à lO'^; or on sait que la 17* puissance de 2 
surpasse 10^; il faudra donc 17 multiplications. Ainsi le 
nombre des multiplications nécessaires pour calculer un loga- 
rithme avec une approximation marquée par -, est égal à l'in- 
dice de la puissance de ^ égale ou immédiatement supérieure 
an. 

Je remarque que le nombre des multiplications nécessaires 
est le même, quel que soit le nombre dont on cherche le loga- 
rithme. 

Cependant^ malgré la simplification indiquée, le procédé 
que nous Tenons d'exposer pour la détermination des loga- 
rithmes exige encore des calculs d'une extrême longueur; 
aussi a-t-on eu recours pour la construction des tables à des 
procédés plus rapides, qui seront expliqués dans le cours des 
mathématiques spéciales. 



)989. Changement de base. La base d'un système de loga- 
rithmes est le nombre qui a pour logarithme Tunité. La con- 
naissance de la base suffit pour déterminer un système de 
logarithmes. En effet, si Ton désigne la base par a, on a les 
deux progressions 

Hl : a* : a^ : a"^ : a': 

fO . 1 . 2 . 3 . 4 , 

Tune géométrique, l'autre arithmétique, qui définissent com- 
plètement les logarithmes. 
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Si Ton change la base^ les logarithmes des mêmes nombres 
changent; on a un nouveau système de logarithmes. Il y a 
donc une infinité de systèmes de logarithmes; mais il est facile 
de passer d'un système à un autre. Je suppose que Ton ait 
construit une table de logarithmes dans le système dont la 
base est a, et que Ton veuille construire une nouvelle table 
renfermant les logarithmes des nombres dans le système dont 

la base est d. Soit -y le logarithme d'un nombre A dans le 

nouveau système^ on a 

A=l^a'*', ou k^'—a'^\ 

En prenant les logarithmes de ces deux quantités égales dans 
le système dont la base est a (le signe log. désignera un loga- 
rithme de la première table); on a 

n'iog. A=;A/log.a^; 

-rznlog.AXi y 

ni ° log.a' 

k 

Mais -I est le logarithme de A dans le nouveau système ; on 

voit donc que Ton obtient le nouveau logarithme d'un nom- 
bre quelconque A en multipliant le logarithme ancien par la 

quantité constante j-. Ce multiplicateur constant s'appelle 

module du second système relativement au premier. 
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I. Les logarithmes ont été calculés en décimale$ ; la 
partie entière d^un logarithme s'appelle caractéristique. 
J'écris les deux progressions 

H 1 : 10 : 100 : looo : joooo : ..••• 

qui définissent les logarithmes vulgaires. Tout nombre com- 
pris entre i et 10 n'a qu'un chiffre à sa partie entière; son loga- 
rithme^ étant compris entre et 1, est un nombre décimal qui 
a pour partie entière ou pour caractéristique. De même^ tout 
nombre c(Hnpris entre 10 et 100 a deux chiffres à sa partie 
entière ; son logarithme^ étant compris entre 1 et i, est un 
nombre décimal ayant i pour caractéristique. De même , tout 
nombre compris entre 100 et 1000 a trois chiffres à sa partie 
entière^ et son logarithme^ étant compris entre 2 et 3, a S pour 
caractéristique^ etc* Ainsi la caractéristique du logarithme 
d'un nombre renferme autant d^unités que la partie entière du 
nombre a de chiffres moins un, 

»•!. Le logarithme de 10** est n. Si l'on multiplie un nom- 
bre a par 40% on a 

log. (a X 10**) = log. a + log, 10"= log. a+n. 

La partie décimale reste la même ; il suffit d'ajouter n unités 

ik la caractéristique. 

48 



274 LIVRE VI. — CHAPITRE II. 

Si Ton divise a par 40*, on a 

log^=log. a— log. iO"=log. a—n. 

Ainsi, pour mulHpîier ou pour diviser un nombre par 10, 400, 
1000,... fi suffit d'augmenter ou de diminuer la caractéristique 
du logarithme de une, deux, trois,., unités. 

Il en résulte que, lorsque deux nombres décimaux ne diffè- 
rent que par la place qu'occupe la virgule , leurs logarithmes 
ont même partie décimale et ne diffèrent que par la caractéris- 
tique. 

992. Les tables de Lalande contiennent les logarithmes 
des nombres entiers de 1 à 10000. Dans la colonne intitulée 
nombres se trouvent les nombres entiers consécutifs; à droite 
des nombres, dans la colonne intitulée logarithmes, sont leurs 
logarithmes avec cinq décimales. 

Pour effectuer les calculs par logarithmes, il faut savoir 
résoudre les deux questions suivantes : !<> trouver le logarithme 
d'un nombre donné; 2° troqver le nom):)re qui correspond à 
un logarithnae dopné. Nous traiterons successivement chacune 
de ces deux questions. 

Trouver k l<^arithme d*uQ nombre donné. 

993. Lorsqu'il s'agit d'un nombre entier plus petit que 
10000, on trouve immédiatement son logarithme dans les 
tables. 

Si le nombre surpasse JOOOO, on le ramène à être compris 
entre 100 et 10000, en le divisant par une puissance CQpve- 
nable de 10. Soit le nombre 46527 ; en le divisant p^r 10, on a 
le nombre décimal 4652,7 compris entre 1000 et 10000. 
Les tables donnent le logarithme de la partie entière 4652. 
A droite des logarithmef;, dans une petite colonne intitulée 
différences, sont inscrites les différences qui existent entre les 
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logarithmes consécuiifs. Entre le logarithme de 4652 et celui 
de 4653, on lit la différence 9, c'est-à-dire que, si Ton augmen- 
tait le nombre 4652 d'une unité, il faudrait ajouter au lo- 
garithme 9 unités du cinquième ordre décimal. On admet 
que les accroissements du logarithme sont sensiblement pro- 
portionnels aux accroissements du nombre, au moins quaiid 
il s'agit d'accroisseni^i^^ peu coqs^dérabl^ç. On dir^ dOQc : 
puisque, pour une augip^ntation d'une unité daps le ponibre 
4652, il faut ajouter 9 au logarithme, pour une augmentation 
de 0,7 il faudra ajouter les 7 dixièmes de 9, c'est-à-dirô 
63 dixièmes oi| 6 unités du cinquième ordre, en néglige^pt 
les unités plus petites. Ajoutant donc 6 au logarithme de 4652, 
on écrira 

log. 4652,7 = 3,66770. 

Qn revient au nombre proposé 46527 en multipliant par 10 le 
nombre décimal 4652,7 ; on ajoutera donc une unité à la 
caractéristique du logarithme, et Ton aura 

log. 46527=4,66770. 

Soit le nombre 724687. Divisant par 100, on a le nombre 
décimal 7346,87. On trouve dans la table le logarithme de la 
partie entière 7246 et en regard la difTérence 6. Pour une unité 
d'augmentation dans le nombre, il faut ajouter 6 au loga- 
rithme ; pour 0,87 d'augmentation dans le nombre, il faudra 
ajouter au logarithme 6x0,87 ou 0,87x6; on voit de suite 
que cette augmentation est de 5 unités du cinquième ordre. 
Ajoutant 2 à la caractérislique afin de multiplier par 100, on 
écrira donc immédiatement 

log. 724687=5,86015. 

Soit encore le nombre 132846. En divisant par 100, en a le 
nombre décimal 1328,46. On lira dans la table le logarithipe 
de la partie entière 1328 et à côté la différence 32, qu'il faudra 
multiplier par la partie fractionnaire 0,46 ce qui donne 15. On 
écrira donc 

log. 132846=5,12335. 
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Considérons maintenant un nombre décimal 75^^. Si 
Ton multiplie ce nombre par 100, on a le nombre entier 7564, 
dont on trouve le logarithme dans les tables ; retranchant 2 
de la caractéristique pour revenir au nombre proposé, on 
écrira immédiatement 

log. 75,64 = 1,87875. 

Soit encore le nombre décimal 3,46874. Si l'on multiplie ce 
nombre par 1000, on aura un nombre 3468,74 compris entre 
000 et 10000. A côté du logarithme de 3468 on lit la différence 
12, que Ton multiplie par 0,74, ce qui donne 9. Ajoutant 9 au 
logarithme de 3468 et retranchant 3 de la caractéristique , on 
écrira 

log. 3,46874=0,54017. 

Dans la pratique, on se dispense de déplacer la virgule ; on 
lit dans la table le logarithme du nombre formé par les quatre 
premiers chiffres de gauche, et on y ajoute le produit de la 
différence tabulaire par les deux chiffres suivants. Cette mul- 
tiplication se fait à vue très-rapidement ; dans l'exemple pré- 
cédent on dira ; 12 fois 4 font 48 et retiens 5 ; 12 fois 7 font 84 
et 5 font 89 dixièmes ou 9 unités du cinquième ordre décimal 
à ajouter au logarithme. Quant à la caractéristique, on sait 
qu'elle contient autant d'unités qu'il y a de chiffres dans la par- 
tie entière du nombre, moins un. 

Il est bon de remarquer que, dans la recherche du loga- 
rithme d'un nombre, il n'y a lieu que de considérer les six 
premiers chiffres de gauche ; les suivants, n'ayant pas d'in- 
fluence sur le logarithme, peuvent être supprimés. En effet, 
supposons la virgule placée après le quatrième chiffre , si l'on 
néglige le chiffre des millièmes et les suivants, on commet sur 
le nombre une erreur moindre qu'un centième; la plus 
grande différence tabulaire est 44; on commet donc sur le 
logarithme une erreur moindre que les S dixièmes d'une unité 
du cinquième ordre décimal. 
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Caractéristiques négatives. 

994k. En opérant comme nous Tavons dit^ on obtient 
aisément les logarithmes de tous les nombres fractionnaires 
plus grands que un. Voici comment on obtient les logarithmes 
des fractions proprement dites. Supposons que Ton ait à 
multiplier un nombre quelconque 4567 par la fraction dé- 

cimale 0,03564. Cette fraction peut s'écrire [ ; multi- 

100 

plier par cette fraction, c'est multiplier par 3,564 et diviser 
par iOO. Il faudra donc ajouter le logarithme de 3,564 qui est 
0,55194, et retrancher le logarithme de 100, c'est-à-dire 2. Le 
logarithme du produit sera donc égal à 

log. 4567+0,65194—2, 
ce qu'on écrit plus simplement 

log. 4567+2,55194. 

Le signe —, placé au-dessus du chitTre 2, indique qu'il faut 
retrancher 2 unités. Afin que le logarithme du produit soit 
toujours égal à la somme des logarithmes des facteurs, on est 
convenu de regarder l'expression 2,55194 comme étant le 
logarithme de*la fraction décimale 0,03564. Le nombre 2, qui 
tient lieu de la partie entière du logarithme et qui doit être 
retranché, s'appelle une caractéristique négative. 

On voit que la caractéristique négative du logarithme d'une 
fraction décimale est égale au rang du premier chiffre signift^ 
catif après la virgule. 

Trouver le nombre qui admet un logarithme donné. 

»•*. Trouver le nombre qui a pour logarithme 3,12335. 
On cherche dans la table le plus grand logarithme contenu 
dans le logarithme donné. C'est 3,12320, qui correspond au 
nombre 1328. La différence tabulaire est 32, c'est-à-dire que si 
l'on ajoutait 32 au logarithme , il faudrait ajouter une unité 
au nombre. Le logarithme donné surpasse le logarithme de 
J 328 de 15; pour savoir quelle augmentation dans le nombre 
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résulte de cette augmentation 15 du logarithme^ on divisera 
i5 par 32. Mais on fera cette division à vue ; 450 contient 4 
fois 32 et il reste 22 ; 220 contient 6 fois 32. Puisque la diffé- 
rence 45 contient les 0^46 de 32, il en résullid une âugblëbla- 
tion de 0,46 dans le nombre. Le tiombre demandé est donc 
4328,46. 

TJt)uter le nombre qui a poUr logarithme 0,54017. Ajoutons 
3 à la caractéristique et cherchons le hombre qui a pour loga- 
rithme 3,54017. Le plus grand nombre entier dont le loga- 
rithme est Contenu dans le logarithme donné est 3468 ; la 
différence tabulaire est 12, Le logarithme dohiié surpasse celui 
de 3468 de 9 unités du dernier ordre. Une augmentation 12 
dahs le togarithrae )[)n)duit une augmentation d'une Unité 
dans le nombre ; pour avoir celle qui résulte de la différence 9, 
il faut diviser 9 par 12 1 90 tbntiebt 7 fois 12, et il reste 6 ; 60 
contient 5 fois 12 ; il faut donc ajouter 0,75 au nombre, ce qui 
donne 3468,75. Puisqu'on a ajouté 3 à la caractéristique, il 
faut diviser par 100, et Ton obtient le nombre demandé 
3,4Bfetb. 

TroliVér le nombre qtil à pour logarithme 2,84569. Si i*on 
ajoute 5 à la caractéristique , elle devient égale à 3 , et l^oh à le 
logarithme 3,84b69. Ce logarithme contient lé logarithme de 
7009, plus une difiérence 3. Mais la différence tabidaire est 6; 
il tant donc ajouter 0,5 àû nombre, ce qui ïail 7009,5. Comme 
on a ajouté 5 à la caractéristique, il faut diviser par 100000, et 
Ton â lé iiombl-e demandé 0,070095. 

>••. Il est aisé de voir que, lorsqu'on reïnonte des ioga- 
rithmes aux nombres, on obtient les nombres avec une erreur 
relative inféiriëurë à liii qûàràniè-millième. Soit, par exemple, 
3,00027 le logarithme donné. U contient le logarithme de 1990, 
plus la différence 27, qui, divisée par la différence tabulaire 43j 
donne l'augmentation 0,63; le nombre demandé est donc 
1000,63. Évaluons maintenant l'approximation. Quand on aug- 
mente le nombre d'une unité, le logarithme s'accroU de 
43 unités du cinquième ordre décimal; pour faire éprouver au 
logarithme une modification égale à une unité du cinquième 
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ordre décimal^ H faut faire éprouver au nombre une modifi- 
cation égale a ^ d^unité. On obtiendra ainsi le nombre qui 
correspond au logarithme donné à moins de ^ d'unité ; ce 
nombre étant plus grand que 10000^ l'erreur relative sera 
moindre que jJj^. 

La différence tabulaire diminue a mesure qu'on s'avance 
dans la table; Terreur absolue commise sur le nombre aug- 
mente, mais Ferreur t'elàtiVe reste la même. 

4» Calculer le produit des deux nombres 237,56 et 88,432. 
On cherchera les logarithmes des deux facteurs et dn lès 
ajoutera, ce qui donnera le logarithme du produit; puis on 
cherchera dans les tables le nombre cbrtespoildant. Tbici 
la disposition du calcul, la lettre x désignant le produit de- 
mandé: 

lOg. 237,56 =2,37577 
log. 68,432=:l,83Bi6 

log.x =4,21403 
aî=16256,7» 

2o Calculer le produit des deux nombres 4>5678 et 0,87394 « 
On multipliera le second facteur par 40, afin de le rendre 
plus grand que l'unité, et Ton écrira 

4,5678x8,7394 
40 
log. 4,5678=0,65974 
log. 8,7394=0,94447 

log, a?=0,60448 
a? =3,9949. 

En ajoutant les logarithmes, on trouve 4 pour partie en- 
tière; mais comme il faut retrancher 4, il reste la caractéris- 
tique 0. 

3^ Calculer le produit des deux nombres 0,087952 et 
0,0075326. • 
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On multipliera le premier facteur par 100^ le second par 
1000^ afin de les rendre plus grands que Tunilé^ et Ton écrira 

8,7952X7,5326 
iOOOOO 

log. 8,7952=0,94425 
log. 7,5326=0,87695 

log. 07=4,82120 
05=0,00066251. 

En ajoutant les logarithmes on trouve 1 à la partie entière; 
mais comme il faut retrancher 5, on a la caractéristique néga- 
tive 4, ce qui indique que le premier chiffî*e significatif du 
nombre cherché occupe le quatrième rang après la virgule. 

4^ Diviser 16256,7 par 237,56. 

Du logarithme du dividende on retranchera le lo^ithme 
du diviseur : 

log. 16256,7 =4,21103 
log. 237,56=2,37577 

log. a?=l, 83526 
X :=:68,432. 

5o Diviser 3,9919 par 0,87391. 

Afin de rendre le diviseur plus grand que l'unité, on multi- 
pliera par 10 le dividende et le diviseur, ce qui ne change pas 
le quotient, et Ton écrira 

_ 39,919 
^~ 8,7391* 

en désignant par x le quotient cherché ; puis on opérera comme 
dans Texemple précédent. 

6*> Diviser 42,537 par 843,62. 

On multipliera les deux termes par 100, afin de rendre le 
dividende plus grand que le diviseur, et l'on écrira 

4253,7 
X=: 



843,62 X 100 



USAGE DES TABLES. 281 

log. 4253,7 =; 3,62877 
log. 843,62=2,92645 

log.a?= 2,70262 
X =0,050422. 

Du logarithme de 4253,7 on a retranché celui de 848,62, ce qui 
donne pour partie entière; et comme il faut retrancher 2, 
on a mis la caractéristique négative 2. 

7o Diviser 0,00066251 par 0,087952. 
On multipliera d'abord les deux termes par 100, afin de 
rendre le diviseur plus grand que l'unité, ce qui donne 

0,066251 



0?=- 



8,7952 ' 



on multipliera ensuite par 1000, afin de rendre le dividende 
plus grand que le diviseur, et Ton écrira 

66,251 
0?=: 



8,7952X1000 

log. 66,251 =1,82120 
log. 8,7952=0,94425 

log. X =3,87695 
0^=0,0075327. 

8o Élever à la dixième puissance le nombre 2,3365. 
Il faut pour cela multiplier par 10 le logarithme du nombre 
donné. 

logf. 2,4365=0,38677 
log. a? =3,8677 
a;=7374. 

9* Élever au cube le nombre 0,41728. 
On multipUera le nombre donné par 10, afin de le rendre 
plus grand que Tunité, et Ton écrira 



.=(i. 



10 j~" 1000 
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lOg. -4,1728=0,62043 
log. â; =2,86129 
a;=0,072658. 

En multipliant par 3 le logatithme de 4,1728, on trouve 1 à la 
partie entière; comme il faut retrancher 3, on a la caractéris- 
tique négative 2. 

10"* Élever à la cinquième puissance la fraction ^. 

On écrira 

/20Y_/ 200^ Y— f^^^Y * 

log. 200=2,30103 
log. 37=1,56820 

log. 200— log. 37=0,73283 
log. 0? =2,66415 
a? =0,046149. 

Il"" Extraire la racine quatrièpie dé 2. 
Il faut diviser par 4 le logarithme de 2. 
log. 2=0,â0103 
log. a: =0,07526 
a?=l,18921- 

12<* Extraire la racine caiTée de la fraction 0,4351.2. 

On rendra cette fraction plus grande que Tunité en la mul- 
tipliant par une puissance de 10 qui soit un carré parfait. Il 
suffira dans cet exemple de multiplier par iOO, et Ton écrira 



x=j/; 



43,512 I/433Ï2 



100 ~ 10 
log. 43,512= 1,63861 
log. a? = 1,81930 
a; = 0>65963. 

En divisant par 2 le logarithme de 43,512, on trouve pour 
partie entière ; comité il faut retrancher i, on a la caractéris- 
tique négative!. 



UÂAëÉ DES lAALËA. 283 

iS^ Extraire la racide ctibique dé la frabtioti décimale 
0;00072658. 

On rendra cette fractloti pltls grande que l'unité en là mul- 
tipliant par une puissance de 10 qui soit uti cube parfait; et 
l'oti écritiï 



x=l/' 



h. 



7 26,58 _ t/726,58 ^ 
iO» ~ iOO 



log. 726,58=1:2,86129 
log.r»t=2,d537B 
x= 0,08990. 

99 f. On ^ait que pour effectuer une division, il faut du 
lo^rithme dû aividende retrancher le logariitiihe du diviseur. 
Lorsqu'on n'a qti^Ùne "simple division à faire, on peut procéder 
dé cette mattièré; maié, quand on à une série de multiplica- 
tions et 'de divisions à effectuer, il est plus commode de n'avoir 
que dteè VôgaHlhmes â ajouter. Pôùi: cela on tî-àrisforme les 
logarithmes à retrancher, de ittniliëre que Ton ait à ajouter les 
parties décimales. 

Soit, par exemple, à calculer 

236,39 X i27,46 

x^ — ' — • 

564,87 

Il faut réltaûcher te log:arilhrtîé de 564,87, qui est ^,75l95. 
On écrira 

—2,75195=— 2— 0,78195=— 34-1— 0,75195 
=- 3 + 0,24805= î,54805. 
On aura donc 

log. «36^39=2i373B3 

log. i27,46=2,i0537 

—log. 564,87=3,24805 

log. a? = 1,72705 
a;=53,340. 

Quand on a ainsi rendu additive la partie décimale de 
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-^log 564,87^ on additionne les parties décimales des trois lo- 
garithmes ; la soustraction ne porte plus que sur la caractéris- 
tique 3^ ce qui est une grande simplification. 

Remarquons cette manière de procéder : Pour retrancher 
un logarithme, on retranche une unité de la caractéristique 
changée de signe et l'on écrit à la suite le complément arithmé- 
tique de la partie décimale. 

Ainsi, au lieu de retrancher 2,75195, on a ajouté 3,24805. 
La caractéristique 2, changée de signe, et diminuée d'une 
unité, donne 3 ; en prenant l'excès de Funité sur la partie dé- 
cimale 75495, on obtient 24805. 

Quant à l'excès de l'unité sur la partie décimale du loga- 
rithme, ce qu'on appelle le complément arithmétique, on l'ob- 
tient aisément. De 1 il faut retrancher 0,75195. Or, une 
unité vaut 9 dixièmes et 10 centièmes ; 10 centièmes valent 9 
centièmes et 10 millièmes , etc. L'unité égale donc 0,9999 
plus 10 unités du cinquième ordre. En efTectuant la soustrac- 
tion de gauche à droite,* on obtient le complément demandé : 

0,9999 
0,75195 



0,24805. 



Ainsi, pour avoir le complément de là partie décimale d'un 
logarithme, on retranche tom les chiffres de 9, en allant de 
gauche à droite, excepté le dernier que l'on retranche de 10. 

Avec un peu d'habitude, on lit immédiatement le complé- 
ment dans la table, en regardant le logarithme. 



Vables de Callet. 

99S. Les tables de Callet contiennent les logarithmes des 
nombres entiers de 1 à 108000. La première partie de la table, 
nommée première chiliade (premier mille), contient les loga- 
rithmes des 1200 premiers nombres avec huit décimales. La 
table change ensuite de disposition, et donne les logarithmes 
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des nombres de 40200 à iOOOOO, avec sept décimales ; à la fin, 
la table se prolonge de iOOOOO à 108000, avec huit décimales. 
Dans la colonne verticale .intitulée N, on lit les dizaines des 
nombres ; les unités sont inscrites au haut de la page et en 
tête des dix colonnes intitulées 0, 1, 2.... 8, 9. La caractéris- 
tique n'est pas indiquée; il est facile de l'ajouter d'après la 
règle énoncée. Dans la colonne voisine, on trouve les trois 
premiers chiffres déciOiaux de chaque logarithme ; les quatre 
suivants sont inscrits dans la colonne convenable. Si Ton 
veut, par exemple, le logarithme du nombre 35647, dans la 
colonne verticale intitulée N, on descendra jusqu'au nombre 
3564, puis, dans cette ligne horizontale, on s'avancera vers la 
droite jusqu'à la colonne intitulée 7, et l'on écrira : 

log. 35647=4,5520230. 

Le nombre ayant cinq chiffres, on commencera par écrire sa 
caractéristique 4 ; les trois premiers chiffres décimaux 552 
sont communs à un assez grand nombre de logarithmes; on 
trouve les quatre derniers 0230, dans la colonne verticale 
intitulée 7. 

Lorsqu'un nombre entier est plus petit que 108000, on trouve 
immédiatement dans les tables son logarithme. 

Si le nombre surpasse la limite des tables, on l'y ramène 
en le divisant par une puissance de 10. On demande, par 
exemple, le logarithme du nombre 356478. Afin de rendre ce 
nombre plus petit que 100000, on le divise par 40, ce qui 
donne le nombre décimal 35647,8. La question revient à cher- 
cher le logarithme de ce nombre décimal ; car, une fois le lo- 
garithme trouvé, en ajoutant 4 à sa caractéristique, on aura 
le logarithme demandé. 

Les tables donnent le logarithme de la partie entière 35647. 
La différence entre ce logarithme et celui du nombre suivant 
35648 est 422 unités du septième ordre décimal. Dans la der- 
nière colonne verticale à droite, on voit, au-dessous delà diffé- 
rence 422, un petit tableau indiquant les augmentations du 
logarithme qui correspondent à 1, 2^ 3, 9 dixièmes. Ainsi 
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log. 35647=4,5820830 
pour 0,8=, ... 98 



log. 356478=4,5520328 

Eq ^joutant une unité à la caractéristique, on a 

log. 356478=5,5520328. 

Soit encore à calculer le logarithme du nombre S543947. 
En divisant par 400, on ramènera le nombre proposé au nom- 
bre décimal 25432,47. La table donne le logarithme de la partie 
entière. La table des parties proportionnelles montre qu'aune 
augmentation 0,4 dans le nombre correspond une augmen- 
tation 68 dans le logarithme. Il reste à trouver ce qu'il faut 
encore ajouter pour0,07. On voit dans la table qu'à 0,7 corres- 
pond une augmentation 120; à 0,07 correspondra donc une 
augmentation dix fois plus petite, soit 12. Il faut donc au lo- 
garithme de 25432 ajouter 68+12, c'est-à-dire 80. Fusant le 
calcul de tête, ou écrira de suite 

log. 25432,47=4,4053885. 
En ajoutant 2 unités à la caractéristique, on en déduit 
log. 2543247=6,4853885. 

Il est à remarquer que, dans le c^lcgil de raugmentatiou du 
logarithme, on doit tenir compte seulement des trois premiers 
chiffres décimaux du pombre proposé ; on négligera les sui- 
vants, parce qu'ils n'ont pas d'influence sur les sept premiers 
chiffres décimaux du logarithme. On demande, par exemple, 
le logarithnie dunpmbre 110St6,4852. Après avoir cherché dans 
les tables le logarithme de 11056, on dira, à Taide des parties 
proportionnelles placées au-dessous de la différence 393 : à 0,4 
correspond 157, à 0,08 correspond 31, à 0,005 correspond 2; 
eu tput 190 qu'il faut ajouter au logarithme de 11056, ce qui 
dpnne 

log. 11056,485=4,0436170. 

Le plus souvent même le troisième chiffre décimal n'a pas 
d'influence sensible sur le résultat. Soit à trouver le logarithme 
de 46867,284. Après avoir trouvé le logarithme de 46867^ on 
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voit qu'A 0,2 correspond une augmentation i%, à 0,08 une aug- 
mentation?; le chiffre des millièmes n'a pas d'influence ; il 
faut donc ajouter 18+7 ou 25 au logarithme de 46867, ce qui 
donne 

log. 46867,28=!=4,6708697. 

Quand le chiffre des millièmes est plus grand que 5^ on force 
le chiffre des centièmes. 

Pour trouver le logarilhme d'un nombre décimaL on le mul- 
tiplie ou on le divise par une puissance de iO, de manière qu'il 
se rapproche le plus possible de la limite des tables. Soit le 
nombre décimal 35^6478; on multipliera par 1000 et on 
cherchera le logarithme du nombre 35647,8; puis on re« 
tranchera trois unités de la caractéristique : 

log. 35647,8=4,5520328 
log. 35,6478=1,5520328. 



i. Trouver le nombre qui a pour logarithme 4,5520332 
avec les tables de Callet. On regarde dans les tables quel est 
le plus grand logarilhme contenu dans le logarithme donné; 
c'est 4,5520230 qui correspond au nombre 35647 ; le nombre 
cherché est donc compris antre 35647 et 35648. Le logarithme 
donné surpasse le logarithme de 35647 de 102 unités du sep- 
tième ordre : or, la différence tabulaire est 122, c'est-à-dire que 
si l'on augmentait le logarithme de 35647 de 122 unités du 
dernier ordre, il faudrait augmenter d'une unité le nombre 
35647; si l'on suppose les accroissements du nombre propor- 
tionnels à ceux du logarithme, à une augmentation i02 dans 
le logarithme correspondra dans le nombre une augmentation 

' 1 ' <02 ^ „^ 
égale a |22=0.83. 

Mais il est plus commode de se servir de la pelite table des 
parties proportionnelles : cette table montre qu'à une augmen- 
tation 98 dans le logarithme correspond une augmentation 
0,8 dans le nombre. Il nous reste 4; à l'augmentation 40 dans 
le logarithme correspond une augmentation 0,3 dans le nom- 
bre ; à l'augmentation dix fois plus petite 4 correspondra 
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donc une augmentation 0^03. Ainsi à Taugmentation 102 dans 
le logarithme correspond une augmentation 0^83 dans le 
nombre. Le nombre cherché est donc 35647^3 à un centième 
près. 

On ramène toujours la caractéristique du logarithme donné 
à être égale à 4, sauf à multiplier ou à diviser ensuite le nombre 
trouvé par une puissance de 40. 

Exemples : i^ Trouver le nombre qui a pour logarithme 
5^5520332. Je retranche 1 de la caractéristique pour ramener 
le logarithme dans les limites des tables, et je cherche le nom- 
bre qui a pour logarithme 4,6520332 ; c'est 35647,83. Pour re- 
venir au logarithme donné, il faut ajouter 1 à la caractéristique, 
et par conséquent multiplier par 10 : le nombre cherché est 
donc 356478,3 à un dixième près. 

2° Trouver le nombre qui a pour logarithme 1,5520332. On 
ajoutera 3 unitésàlacaractéristique,et Ton cherchera le nombre 
qui a pour logarithme 4,5520332; c'est 35647,83. Pour revenir 
au logarithme proposé, il faut retrancher 3 de la caractéristi- 
que, et par conséquent diviser par 1000; le nombre cherché est 
donc 35,64783 avec cinq décimales exactes. 

On voit qu'il y a un grand avantage à augmenter la caracté- 
ristique de manière à opérer dans la partie la plus élevée des 
tables; si Ton avait conservé la caractéristique 1, on aurait 
trouvé le nombre 35,65 avec deux décimales seulement, 
tandis qu'en opérant comme on Ta fait, on a obtenu cinq dé- 
cimales. 

3« Trouver le nombre qui a pour logarithme 2,5520332. Je 
cherche le nombre qui a pour logarithme 0,5520332; c'est 
3,564783. La caractéristique négative 2 indique qu'il faut 
diviser ce nombre par 100; le nombre demandé est donc 
0,03564783. 

SOO. Il est aisé de voir que lorsqu'on remonte des loga- 
rithmes aux nombres, avec les tables de Callet, on obtient les 
nombres avec une approximation relative égale à un quatre- 
millionième. Soit, par exemple, 4,0359772 le logarithme donné. 
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11 contient le logarithme de i0863, plus la différence 374, qui, 
divisée par la différence tabulaire 400, donne Taugmentation 
0,685; le nombre cherché est i 0863,685. Évaluons maintenant 
l'approximation. Quand le nombre varie d'une unité, le 
logarithme éprouve une variation égale à la différence tabulaire 
400 unités du septième ordre décimal ; il faut donc une varia- 

4 

tion de rrrr daus le nombre pour produire dans le logarithme 

une variation d'une unité du septième ordre décimal; ainsi on 

i 

obtiendra le nombre à moins de 7^ près. Le nombre étant 

400 

plus grand que iOOOO, Terreur relative est moindre que 

1 

TjwvTTxj^j;* Dans Texemple actuel. Terreur absolue étant moin- 

1 

dre que -t^ ou que 0,0025, 'on n'est pas sûr du dernier chif- 
fre 5; cependant, comme il est approché à moins de trois 
unités, il est bon de le conserver. 

L'erreur absolue augmente à mesure qu'on s'élève dans 
la table, mais Terreur relative reste la même. Soit, par 
exemple, 4,6020673 le logarithme donné. L'erreur absolue 

i 
commise sur le nombre s'élève ici à •— - ; mais le nombre est 

luO 

plus grand que 40000; Terreur relative est encore moindre que 

i 

4000000* 



301. Remarques sur les accroissements des logarithmes» 
En examinant dans les tables la colonne des différences, on 
voit ces différences aller sans cesse en diminuant. Par exemple, 
les logarithmes des nombres 486 et 487 diffèrent entre eux de 
8027 unités du septième ordre, tandis que ceux des nombres 
48624 et 48625 ne diffèrent plus que de 89 unités du même 
ordre. Il est facile d'expliquer la cause de cette diminution. 
Soient a et a + 1 deux nombres entiers consécutifs, la diffé- 
rence de leurs logarithmes est 

19 
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log. (a+1)— log. a=Iog. ^^ =log. (* + ^) ; 

or, à mesure que a augmente, 1 + - diminue et tend vers 

Tunité : la différence tabulaire diminue donc et tend vers zéro. 
Si i^on prolongeait les tables indéfiniment, cette différence de- 
Tiendrait infiniment petite. 

Je donne au nombre a un accroissement constant quelcon- 
que h ', l'accroissement du logarithme 

log,(a+ft>-log. a=?Iog. Ç^^z=log.(^i + ^) 

sera d^autant plus petit que a sera plus grand. Ainsi, pour un 

même accroissement absolu donné au nombre, Faccroissement 

du logarithme diminue à mesure que le nombre augmente. 

Mais si Ton donnait au nombre un même accroissement relatif 

(j'entends par accroissement relatif le rapport de Taccroisse- 

ment absolu au nombre lui-même ; un nombre, par exemple, 

1 
éprouve un accroissement relatif de -—-r si on Taugmente de 

1000 

1 

la jTT^ partie de sa valeur), Taccroissement du logarithme se- 
rait constant. En désignant par k l'accroissement relatif 
*=: - , l'accroissement du logarithme devient log (i + *); 

Cl 

c'est une quantité constante, si Taccroissement relatif reste le 
même. 

309. Dans la recherche des logarithmes des nombres, on 
a supposé les accroissements du logarithme proportionnels à 
ceux du nombre; cette proportion n'est pas exacte. En effet, 
si l'on donne au nombre a l'accroissement A, le logarithme 
subit un certain accroissement; si l'on donne au nombre 
a + A le même accroissement A, le logarithme subit un nouvel 
accroissement plus petit que le premier ; ainsi quand l'accrois- 
sement du nombre devient double, Faccroissement du loga- 
rithme est un peu moindre que le double ; et réciproquement, 
quand l'accroissement du nombre devient moitié, l'accroisse- 
ment du logarithme est un peu plus grand que la moitié. 
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L^emploi de la proportion donne donc dans le passage des 
nombres aux logarithiïies des résultats un peu trop faibles^ et 
dans le passage des logarithmes aux nombres des résultats un 
peu trop forts. 

Mais si Ton a soin d'employer tom'oursla partie la plus élevée 
des tables ; l'erreur commise sur les logarithmes n'affectera 
pas les unités du septième ordre décimal ; et en effets dans les 
tables de Callet^ on Toit que la même différence tabulaire existe 
entre plusieurs couples de logarithmes consécutifs. Par exem- 
ple^ du nombre 68595 au nombre 69741 la différence tabulaire 
est la même. Dans cet intervalle^ pour une unité d'augmenta* 
tion dans le nombre, le logarithme subit un accroissement 
constant 63; pour deux, trois... unités d'augmentation dansle 
nombre, le logarithme subit donc un accroissement deux, 
trois... fois plus grand > et par conséquent les accroissements 
du nombre sont proportionnels à ceux dulogarithme> du m^oins 
au degré d'approximation des tables. 
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DBS I]VTÉ»fiT« COMPOSÉS. 



SOS. Ordinairement les intérêts d'un capital prêté se payent 
chaque année et constituent une rente ; mais il arrive quel- 
quefois qu'on laisse les intérêts s'ajouter au capital, de ma- 
nière que le capital s'accroisse d'année en année : c'est là ce 
qu'on appelle capitaliser les intérêts, ou placer à intérêts 
composés. 

On a appelé tatu) de Tintérêt ce que rapportent 100 francs 
dans un an ; mais, dans le calcul des intérêts composés, il est 
plus commode de prendre pour taux l'intérêt de un franc en 
un an, intérêt que pour abréger nous désignerons par la lettre 
r. Ainsi, placer à 5 pour 100, c'est la même chose que placer 
à 0,05 pour 1 ; dans ce cas r = 0,05; placer à 4,50 pour 100, 
c'est la même chose que placer à 0,045 pour 1 ; dans ce cas, 
r = 0,045. 

S04. Le capital tin franc, augmenté de son intérêt, vaut, 
après une année, 1 + r; un capital 2460 francs vaudra 2460 
fois plus, c'est-à-dire {i +r) x 2460 ou 2460 (1 + r). En gé- 
néral, si l'on représente par a un capital 'quelconque, sa 
valeur au bout d'un an, par l'addition des intérêts, sera 
a{i + r). Ainsi, on obtient la valeur d'un capital après une 
année en multipliant ce capital par l'unité augmentée de Vintérêt 
de un franc. 

Par exemple, le capital 2460 francs placé à 5 pour 100 vaut 
au bout d'un an 2460 x 1,05 = 2583. 

Je suppose maintenant que le capital a soit placé pendant n 
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années. Après une année ce capital devient a [^+ r); tel est 
le capital dû à la fin de la première année et qui produit inté- 
rêt pendant la seconde année. Pour avoir ce que devient ce 
capital a (1+r) par l'addition des intérêts de la seconde année^ 
il faut le multiplier par l+r, ce qui fait a (1+r) (1+r) ou 
a (1+r)*; tel est le capital dû à la fin de [la seconde année, et 
qui produit intérêt pendant la troisième année. Pour savoir ce 
que devient ce capital a (l+r)S par l'addition des intérêts de la 
troisième année, il faut le multiplier par 1+r, ce qui fait 
a (1+r)* (1+r) ou a (1+r)' ; tel est le capital dû à la fin de la 
troisième année, et qui produit intérêt pendant la quatrième 
année. Le même raisonnement peut être continué indéfini- 
ment; et conmie chaque année nouvelle introduit un nouveau 
facteur 1 +r, la valeur du capital , après n années, sera a (1 +r)*. 
Ainsi^ on obtient la valeur d'un capital, placé à intérêts com- 
posés, après un certain nombre d'années, en multipliant ce ca- 
pital par la valeur d'un franc après un an, élevée à une puis- 
sance marquée par le nombre des années. 

Si donc Ton désigne par A la valeur du capital après n an- 
nées, on a la formule générale 

A = a(l+r)\ 

Cette formide établit une relation entre les quatre quantités 
représentées par a. A, n, r, relation qui détermine Tune quel- 
conque d'entre elles, quand on connaît les trois autres. On peut 
donc, à l'aide de cette relation, résoudre les quatre questions 
suivantes. 

305. Problème I. Quelle est la valeur d'un capital placé à 
intérêts composés, au taux r, après n années? 

C'est la question traitée précédemment : on calculera A par 
logarithmes. 

Exemple. Trouver la valeur du capital 12540 francs, placé à 
intérêts composés, à 6 pour 100, après 7 ans. 

Je suppose dans tout ce qui suit que Ton opère avec les tables 
de Lalande. 
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log. 42840 =5:4,09830 

log.i,05s= 0,021 19 
7 log. 1,08 = 0,14833 



log.A = 4,246Ç3 

A;;;;17645 francs* 

300. Problème II. Quel est le capital quiy placé à intérêts 
composéSy au taux r, acquiert^ après n années^ une valeur A? 
La formule précédente donne 

A 

az=z • 

ExEiiPUï. Quel est le capital qui, placé à intérêts composés, 
à 4;75 pour 100, vaut 24600 francs, après 12 années î 

log. 24600, .,.,•, .»4.3e094 
log, 4.047fe50,03018 
12 log. 1,0475= =0,84180 

log. a. . . . . . = 4,14914 

a=14098 francs. 

307. Probièi«e ni« A quel taux faut-il plc^a^ un capi- 
tal a, à intérêts composés, pour qu après n années il ac^ière 
une ra/ewr A? L'inconnue ici estr; de la formule fondamen- 
tale on déduit 






On calculera de cette manière la quantité i+r; retranchant 1 
du résultat, on aura r. 



EXEMPLE. A quel taux faut-il placer le capital 1409S francs 
pour qu'après douze années il vaille 24600 francs? 
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lOg. 24600. == 4,39094 

log. i4«95 =4,U908 



log. A — log. a= 0,24182 
log.(i+r) =0,02015 
l+r = l,0475, 
f=: 0,0475. 

Il faut placer le capital à 4,75 pour 100. 

308. Problème IY. Pendant combien d'années faut-il placer 
un capital a, au taux r, à intérêts composés , pour qu'il acquière 
une valeur A'i 

L'inconnue est n; de la formule fondamentale on déduit 

et, en prenant les logarithmes, 

n log. (4+f)=log. A —'log. a; 

tfoù 

log.A— log.g 

" log.(l+r) 

300» Reuàrqub. La formule des intérêts composés a été 
établie dans Thypothèse où le capital reste placé pendant un 
nombre entier d'années. Lorsque le capital reste placé pendant 
un certain nombre d'années, plus une fraction d'année, on cher- 
che d'abord sa valeur après le nombre entier d'années par la 
formule des intérêts composés , puis on calcule les intérêts 
simples de ce nouveau capital pendant la fraction d'années. 

Hais il sera plus simple d'appliquer la formule ordinaire 
A=a(l+r)«, 

dans laquelle on donnera à n des valeurs fractionnaires; la dif- 
férence des résultats est négligeable. 

ExBVPLB L Quelle est la valeur du capital 12540 francs, 
placé à intérêts composés à 5 pour iOO, après sept ans huit 
mois? 
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Après sept ans, le capital devient 17645 francs; ce nouveau 

capital rapporte S88 francs en huit mois; donc^ après sept ans 

huit mois^ le capital devient 18233 francs. 

g 
En donnante nia valeur fractionnaire 7 + --, on trouve 

18228 francs; la différence est 5 francs; c'est une quantité re- 

1 
lativement très -petite; elle est plus petite que le — — de la 

grandeur cherchée. 

Exemple II. Pendant combien d'années faut-il placer un ca- 
pital à intérêts composés à 5 pour 100 pour qu'il acquière une 
valeur double? 

Gomme la grandeur du capital n'a aucune influence dans la 
question^ je suppose qu'il s'agisse du capital 1000 francs. 

_ log>2 
** log.1,05 ' 

log. 0,30103 =1,47861 



log. 2 =0,30103 
log. 1,05=0,02119 



log. 0,0211893 = 2,32612 



log. n = 1,15249 
n=14,207. 



Après quatorze années le capital n'est pas encore doublé; 
après quinze années il est plus que doublé. Après quatorze 
années, le capital 1000 francs devient 1979,93; si l'on cherche 
dans combien de jours le capital 1979,93 produira ce qui man- 
que pour que le capital primitif soit doublé, c'est-à-dire 20,07, 
on trouve soixante-quatorze jours. Ainsi à 5 pour 100, le capital 
est doublé en quatorze ans soixante-quatorze jours. 

Si l'on prend la valeur fractionnaire n=14,207 donnée par 
le calcul, on trouve quatorze ans soixante-quinze jours. La dif- 
férence n'est que d'un jour. 

Exemple III. A quel taux faut-il placer un capital de 12000 fr. 
à intérêts composés, pour qu'il acquière une valeur de 18000 
francs après neuf ans cinq mois? 

Dans la formule des intérêts composés, on donnera à nia 
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5 

valeur fractionnaire 9+—. Il serait très-difficile de résoudre 

autrement la question. 

310. Problème Y. On a deux billets^ Tun d'une somme a, 
payable dans un an; Tautre d'une somme b, payable dans 
cinq ans^ et on veut les convertir en un seul payable dans 
trois ans. 

Cherchons la valeur de chacun des deux billets dans trois 
ans à Féchéance du troisième billet. A cette époque^ deux ans 
après son échéance, le premier billet vaudra 

à cette même époque^ deux ans avant son échéance, le second 
billet vaut 

b 

(l+r)«' 

Si Fon appelle x la somme qui doit être inscrite sur le troi- 
sième billet, c'est-à-dire la somme à toucher dans trois ans, 
on aura 

b 



x=a{l + rY+ 



(i+ry 



311. Problème YI. La population d'un État est de 40 mil- 
lions dhaUtants , elle s'accroît chaque année de ^ de sa i^a- 
leur; on demande quelle sera la population de cet Etat dans un 
siècle. 

J'appelle P la population après un certain nombre d'années; 
l'année suivante elle sera 



^+m=^x{'+éô)=^'' 



301 
300* 



Ainsi la population croît année par année, comme les termes 
d'une progression géométrique dont le premier terme est 
40 millions et la raison ^. On demande le 101'' terme de la 
progression; en désignant par x ce terme, on a 
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a;=-iO00OOOO 



X (m". 



\300j 
a;=55793600. 

31!t. Problème YII. Les populations de deux Etats sonty 
l'une de 20 millions d'habitants, l'autre de 30 millions; lapre- 
mière s'accroît chaque année de ~q, la seconde de ^. Dans 
combien de temps les deux populations seront-elles égales? 

J'appelle n le nombre d'années cherché; après ce nonibre 
d'années, les deux populations étant égales, on aura 

d'Où 

„ /201V „ /aoiv 

/ 20i X 300 Y_ 3 ^ 

/603 Y_ 3 
V602y "" 2 ' 

Si Ton prend les logarithmes, il vient 

n (log.603— log,602)=log. 3— log. 2, 

log.3^1og>2 , 
~log.603— lag.602 ' 

n=244 ans et une fraction. 



Questions d'annuités. 

313. Problème YIII. Une personne place chaque année une 
somme a pendant n années j et laisse les capitaux et les intérêts 
s'accumuler. On demande quelle sera la valeur totale de tous ces 
placements après ces n années? 

Le premier versement , étant placé pendant n années , ac- 
quiert une valeur égale à a (i+rY; le second, étant placé pen- 
dant n— 1 années, acquiert une valeur égaleà a{i+*')*^S ©te.; 
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enfin le dernier^ ne restant placé que pendant un an, vaut 
a (1 +r). La valeur totale après les n années est donc 

a{i+r)+a{i+rf +a(i+r)-; 

c'est la somme des termes d'une progression géométrique dont 
la raison est i+r; cette somme égale 

^_ a(i+r^"* — a(i+r) _ a(i+r)[(i+r)^—i] 
r ~ r ' 

n est impossible de soumettre directement cette formule au 
calcul logarithmique; on est obligé de faire deux calculs sépa- 
rés. On calculera d'abord la quantité (l+r)% puis A. 

Exemple. On place chaque année 1000 francs pendant vingt 
ans à 5 pour 100. 

A=1000 X ^^^^^^Jq^''~^^ ==21000 X (1,08'^-~1). 



CALGCL M 1,08**. 

log. 1,05=0,02119 
20 log. 1,05=0,42380 
1,05*^=2,6533 



CALCUL DE A. 

log. 21000 =4,32222 
log. 1,6533=0,21835 



log. A=4,54057 
A=34719 francs. 



314. Problême IX. Une personne emprunte actuellement 
une somme A, et voudrait se libérer en n années par n paye- 
ments égaux effectués à la fin de chaque année. On demxinde 
quel doit être le montant de chacun des payements? 

Je désigne par x le montant de chaque payement et je sup- 
pose qu'on règle les comptes à fin de la n* année; la somme 
due est alors A (l+r)**. Le premier versement, ayant été fait 
n — 1 années auparavant, vaut, au moment du règlement, 
a?(l+r)*-*; le second versement, ayant été fait n — 2 années 
auparavant, vaut x (l+r)**-*, et ainsi de suite; l'avant-der- 
nier versement, ayant été fait il y a un an, vaut x(i+r); 
enfin le dernier, étant fait au moment même, vaut a?. La valeur . 
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totale des n payements annuels est donc, au moment du règle- 
ment de compte, 

x+x{i+r) + x(i+r)\..^.+x(i + rY-', 
ou, en faisant la somme^ 

r 

Pour cpie la dette soit acquittée, il faut cpie cette valeur totale 
soit égale à la somme due; on a donc 



d'où 



^x(i±î^l=i=A(l + r)«; 



~(l+r)*— l' 



Cette formule présente le même inconvénient que la précé- 
dente; il est impossible de la soumettre directement au calcul 
logarithmique. On calculera d'abord (i4-r)*; puis or. 
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COMPLÉMENT. 



CHAPITRE I. 
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315. Nous avons ex|)liqué au commencement de l'arithmé- 
tique comment on compte les objets en les groupant par col- 
lections de dix en dix fois plus grandes ; il est clair que Fou 
aurait pu grouper les objets d'une autre manière^ par exemple 
par collections de douze en douze fois plus grandes. Le nom- 
bre qui détermine le mode du groupement s'appelle base du 
système de numération ; un nombre quelconque peut servir de 
base ; le système dont la base est dix est devenu d'un usage 
universel parmi les hommes; c'est dans ce système que Ton 
écrit les nombres; cependant^ afin de mieux comprendre le 
mécanisme du calcul, il est bon de considérer les nombres et 
de s'exercer à les écrire dans un autre système. Je prendrai 
pour type le système duodécimal. 

IVnn&ération duodécimale. 

316. Dans ce système les unités des différents ordres sont 
de douze en douze fois plus grandes; chacun des onze pre- 
miers nombres a reçu un nom particulier; la douzaine est 
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Tunité du second ordre ; nous désignerons par les mois vingts 
trente, quarante, cinquante, soixante, septante, octante^ no- 
uante, dizante et onzante, les collections de deux^ trois , 

dix, onze douzaines. La réunion de douze douzaines forme 
l'unité du troisième ordre ou la centaine; la réunion de douze 
centaines forme Funité du quatrième ordre ou le mille^ puis 
viennent la douzaine de mille, la centaine de mille^ le mil- 
lion, etc. 

Quand on a ainsi groupé les objets que Ton veut compter 
par collections de douze en douze fois plus grandes, pour énon- 
cer le nombre des objets, ondit combien il y a d'unités de chaque 
ordre (et il y en a au plus onze), en commençant par Tordre le 
plus élevé et descendant progressivement. On a, par exemple: 
quarante^sept MauoNs trots cent dizante onze mille dix cent 
douze ctng UNITÉS. 

Pour écrire les nombre dans le système duodécimal, il faut 
d'abord imaginer onze caractères ou chiffres pour représenter 
les onze premiers nombres; on conservera naturellement aux 
neufs premiers nombres leurs caractères habituels, et ron 
adoptera les lettres grecques a et p pour désigner les nombres 
dix et onze» de sorte que les onze premiers nombres seront re- 
présentés par les chiffres 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, or, p. 

Puis on indiquera Tordre des unités par le rang du chifib'e à 
partir de la droite ; de cette manière^ le nombre précédent 
s'écrira 

473«pal5. 

On emploiera le chiffre pour remplir les places vacantes; 
le nombre douze, ou une unité de second ordre, s'écrira 10; le 
nombre octante millions dix cent trois mille cinquante onze 
UNITÉS s'écrira 

80«a305p. 

On voit que pour écrire les nombres dans le système duodé- 
cimal il faut douze chiffres; en général^ il faut un nombre de 
chiffres marqué par la base du système de numération. 
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3 AT. A ce point de vue, le système le plus simple serait 
celui dont la base est deux; dans ce système les deux chiffres 
4 et suffisent pour écrire tous les nombres. Le nombre deux, 
étant Tunité du second ordre, s^écrira 10; le nombre trois s'é- 
noncera deux un et s^écrira 11 ; le nombre quatre ou deux fois 
deux, formant Tunité du troisième ordre, s'énoncera cent et 
s'écrira 100; de même les nombres cinq, six, sept, huit, s'é- 
criront 101, 110, 111, 1000; on voit par là que, si le système 
binaire est le plus simple en ce sens que les deux chiffres 1 et 
suffisent pour écrire tous les nombres, ce système entraîne- 
rait dans la pratique une excessive longueur, puisque un 
nombre relativement petit, comme huit, renferme déjà quatre 
chiffres. 

Change ment de base. 



318. Uû nombre étant écrit dans un système de numéra- 
tion, on peut se proposer de récrire dans un autre système. 

Soit, par exemple, le nombre 962638 écrit dans le système 
décimal , on demande de récrire dans le système duodé- 
cimal. 



23 
118 
10 



12 


12 


12 




80219 




82 


6684 
68 




101 


557 


12 


89 


84 


77 


46 


11 





5 


10 



12 



Puisqu'une unité du second ordre est la réunion de douze 
unités simples, on saura combien le nombre proposé contient 
d^unités du second ordre, en cherchant combien de fois ce 
nombre contient douze, c'est-à-dire en le divisant par 12; cette 
division indique que le nombre proposé contient 80219 unités 
du second ordre, plus dix unités simples. Puisqu'une unité du 
troisième ordre est la réunion de douze unités du second 
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ordre^ on divisera de même 80219 par 12; cette division indique 
qae les 80219 unités du second ordre valent .6684 unités du 
troisième ordre, plus onze du second. En continuant de cette 
manièrci on trouve finalement que le nombre proposé ren- 
ferme dix unités simples^ onze unités du second ordre^ cinq du 
quatrième^ dix du cinquième^ trois du sixième : ce nombre 
s'écrira donc dans le système duodécimal 

3a50p«. 

Règle I. Un nombre étant écrit dans le système décimal, pour 
t écrire dans un autre système, on divise par la nouvelle base, 
éCahord le nombre donné, puis le premier quotient, puis le se- 
cond quotient, et ainsi de suite; les restes swcessifs forment les 
chiffres qui doivent composer le nombre à partir de la droite dans 
le nouveau système. 

Je résous maintenant la question inverse. Un nombre étant 
écrit dans un certain système^ récrire dans le système décimal. 
Soit^ par exemple^ le nombre 3«50^a écrit dans le système duo« 
décimal ; écrire ce nombre dans le système décimal^ On a 3 
unités du sixième ordre^ qui en valent 12x3 ou 36 du cin- 
quième ordre^ et qui; ajoutées aux dix unités de cet ordre^ 
donnent 46 unités du cinquième ordre. Ces 46 unités du cin- 
quième ordre valent 12x46 ou 552 unités du quatrième ordre 
qui^ ajoutées aux cinq unités de cet ordre^ donnent 557 unités 
du quatrième ordre. Ces 557 unités du quatrième ordre valent 
12x557 ou 6684 du troisième, et 12x6684 ou 80208 du second, 
qui, ajoutées aux onze unités de cet ordre, donnent 80219 uni- 
tés du second ordre. Ces 80219 unités du second ordre valent 
i2x80219 unités simples, qui, ajoutées aux dix unités simples, 
donnent 982638 unités simples. Telle est Texpression du nom- 
bre proposé dans le système décimal. Ainsi : 

Règlb II. Vn nombre étant écrit dans un certain système^ 
pour récrire dans le système décimal , on multiplie par la base 
le premier chiffre de gauche, on ajoute au produit le second 
chiffre, on multiplie le résultat par, la base, on ajoute le troi- 
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siéme chiffre, et ainsi de suite jusquà ce qu'on soit arrivé au 
dernier chiffre. 

Si Ton voulait passer d'un système quelconque à un autre^ 
on se servirait comme intermédiaire du système décimal. 
Étant donnée par exemple > le nombre 489a écrit dans le sys- 
tème duodécimal ; écrire ce nombre dans le système dont la 
base est 7. En passant du çystème duodécimal au système 
décimal, on trouve que le nombre proposé s'écrit 8182 dans le 
système décimal ; en passant actuellement du système décimal 
au système dont la base est 7^ on trouve que le nombre s'écrit 
32566 dans le système à base 7. Ainsi : 

489a (base 42)=8i82 (base 10)=32566 (base 7). 

Addition. 

310. L'addition n^offre aucune difficulté; tout dépend de 
l'addition d'un nombre d'un chiffre; lorsque la somme est 
supérieure à la base du système de numération, avec un 
nombre d'unités égal à la base on forme une unité du second 
ordre. Ainsi , dans le système duodécimal , on dira : S et 7 
font dix (cinq et sept font douze)^ 8 et 9 font 15 (huit et neuf 
font douze cinq)^ p et a font 19 (onze et dix font douze neuf). 
Soit à additionner des nombres quelconques écrits dans le 
système duodécimal^ 

2 a p p 
1 5 a 9 
7 8 p a 

1 1 a 6 

Je dirai : p et 9 18, et a...., 26, je pose 6 et retiens % et 

p 11, et a ip, et p 2a, je pose a et retiens 2, et a 

10, et 5 15, et 8 21, je pose 1 et retiens 2, et 2 4, et 

1 5, et 7 10, je pose 10. 

Soustraction. 

3!StO. Soit à retrancher 29pa de 4a89 dans le système duo- 
décimal. 



30e 
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4 a 8 9 
2 9 6a 



î 08 p 

On ne peut retrancher a de 9^ j'ajoute au nombre supérieur 
douze unités qui^ avec 9 unités^ font i9 Unités; de Id 
Ôtez a, il reste p ; afin que la différence ne change pas, j^ajoute 
par la pensée une unité du second ordre au nombre inférieur; 
on ne peut retrancher 40 de 8, j'ajoute au nombre supérieur 
douze unités du second ordre qui, avec les 8, font 18 unités du 
second ordre ; de 18 ôtez 10, il reste 8, etc. 

Multiplication. 

3!tfl. Pour opérer la multiplication dans le système duodé- 
cimal, tl est nécessaire de savoir par cœur les produits des 
onze premiers nombres multipliés les uns par les autres. Ces 
produits sont renfermés dans la table suivante : 



4 


g 


3 

6 


4 

8 
40 


5 

a 


6 
40 


7 


8 


9 


a 


4« 
29 


4 
5 


4 


42 
49 
24 

2P 


44 

20 


46 


48 


6 

8 
a 


9 


43 
48 
24 

26 
2P 
34 
39 
42 
47 


46 
20 
26 


23 


26 


40 
43 


44 
48 


28 
34 
40 
48 
51 
60 
68 
'74 


30 


34 


38 
47 
56 
65 
74 
83 
9« 
al 


39 
46 
53 
60 


42 
50 
5a 
68 


6 


40 


46 
49 


20 

24 


30 


36 


7 


42 


36 


44 


8 


44 


20 


28 


40 


48 


9 

a 


46 
48 


23 
26 


30 
34 


46 

50 
56 


53 
5a 

65' 


69 


76 


76 


8t 


P 


4a 


29 


38 


83 


92 



On forme cette table comme la table ordinaire, en ajoutant 
les nombres de la première ligne horizontale à eux-mêmes, les 
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ajoutant ensuite à ceux de la seconde ligne y puis à ceux de la 
troisième^ etc. 

Soit à multiplier un nombre de plusieurs chiffjres 52a9 par 
un nombre d'un chiffre 7 ; 

5 2 a 9 
7 



3 8 3 3 



Je dirai : 7 fois 9 53> je pose 3 et retiens 5 ; 7 fois «.«m. tto 

et 5 de retenue 63 , je pose 3 et retiens 6 ; 7 fois S font it* 

et 6 de retenue 18^ je pose 8 et retiens 1 ; 7 fois â.».. â^ et i de 
retenue 30^ je pose 30. 

Après avoir obseryé qu'on multiplie un nombre par donze^ 

cent; mille ^ en ajoutant un , deux^ trois,.... zéros à la 

droite du nombre ^ on traitera facilement le cas général de la 
multiplication. Soit à multiplier 52a9 par 3^7 ; 

52a9 
3P7 

30833 
497a3 
i3883 



1894963 



Il s^agit de répéter le multiplicande 7 fois^ plus po fois^ plus 
300 fois. lè répète d'abord le multiplicande 7 fois; j'obtiens le 
produit partiel 30833., que j'écris au-dessous du trait horizon- 
tal. Pour répéter le multiplicande po fois , il faut le multiplier 
par p y ce qui donne 497a3; puis mettre un zéro à la droite de 
ce nombre, ce qui revient à considérer ce nombre comme 
exprimant des douzaines ; j'écris donc ce Second produit pairtiel 
de manière que son premier chiffre 3 se trouve placé dans la 
colonne des douzaines; je répète le multiplicande 300 fois en 
multipliant par 3, puis ajoutant deux zéros à la droite du pro- 
duit, c'est-à-dire en mettant le premier chiffre de ce troisième 
produit partiel dans la colonne des centaines. L'addition de ces 
trois produits partiels donne le produit demandé. On retrouve 
ainsi la règle ordinaire de la multiplication. 
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Division. 



. 399. Il est inutile de parler de la division ; c^est l'opéra- 
tion inverse de la multiplication^ et^ comme telle, elle se déduit 
de cette dernière. 

Je fais remarquer que^ si Ton sait effectuer la division dans 
le système duodécimal^ on pourra^ un nombre étant écrit dans 
le système duodécimal^ le transformer dans un système quel- 
conque^ sans [tasser par le système décimal. Si y par exemple, 
on veut traduire dans le système à base 7 le nombre 489a écrit 
dans le système duodécimal^ on divisera par 7 le nombre pro- 
posé^ puis le quotient, puis le second quotient^ etc. Les restes 
successifs seront les chiffres cherchés^ à partir de la droite. 



89a 


7 


7 


7 




9 


814 
11 




2a 


lia . 




6 


- 64 


6ei 


Ip 


7 




6 


5 


2 


"3 



Ainsi le nombre proposé s'écrira 32566 dans le système à base 7. 

Fractions duodécimales. 

3!tS. Si, pour mesurer les grandeurs^ on partage Funité 
en parties de douze en douze fois plus petites^ on obtiendra 
des fractions duodécimales qui joueront le même rôle que les 
fractions décimales, et qui, comme elles, s'écriront sous forme 
de nombres entiers. 

Je me propose de convertir en fraction duodécimale la frac- 
tion ordinaire ^; cette fraction, dans le système duodécimal, 

s^écrit -^ : je divise donc p par 16 en multipliant le dividende 

par une puissance de douze ; 



60 




16 



0,74 



j'obtiens la fraction duodécimale 0,74. 
La conversion sera possible, si le dénominateur de la fraction 
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ordinaire supposée irréductible ne renferme que les facteurs 
premiers^^ et 3 qui entrent dans la base douze ; et en effets 
dans ce cas, le numérateur^ multiplié par une puissance cdn- 
yenable de douze, devient divisible exactement par le dénomi- 
nateur. Mais^ si le dénominateur contient des facteurs premiers 
autres que 2 et 3^ la fraction duodécimale se prolonge indéfini- 
ment^ et elle est périodique. 

La conversion des fractions duodécimales en fractions ordi- 
naires s'opère diaprés les mêmes raisonnements que ceux em- 
ployés dans Tétude des fractions décimales. Une fraction duo- 
décimale périodique simple égale une fraction ordinaire ayant 
pour numérateur la période et pour dénominateur un nombre 
formé d'autant de p qu'il y a de chiffres à la période ; une 
fraction duodécimale périodique mixte égale une fraction 
ordinaire ayant pour dénominateur un nombre formé d'autant 
de p qu'il y a de chiffres à la période suivis d'autant de qu'il 
y a de chiffres irréguliers. 

Il en résulte qu'une fraction ordinaire^ dont le dénominateur 
ne renferme que des facteurs premiers autres que 2 et 3, donne 
naissance à une fraction duodécimale périodique simple; la frac- 
tion estpériodique mixte,si le dénominateur renferme à la fois les 
facteurs 2 ou 3 et des facteurs étrangers. Par exemple la fraction 
I donne naissance à une fraction duodécimale périodique simple, 

7 
la fraction- à une fraction périodique mixte. 

a 

3!t4. Si l'on compare les différents systèmes de numération, 
on reconnaît que c'est le système duodécimal qui offre le plus 
d'avantages. Là base dix n^est divisible que par 2 et par 5, 
tandis que la base douze est divisible par % 3, 4, 6. Parmi les 
fractions ordinaires |, |, |^ |, |, |, |, |^ quatre seulement 
peuvent être converties en fractions décimales, tandis que six 
de ces fractions se convertissent exactement en fractions duo- 
décimales. Ainsi la mesure des grandeurs s'opérerait avec plus 
de facilité dans le système duodécimal ; il y aurait beaucoup 
plus de chances d'arriver à une expression simple et exacte 
de la grandeur. 
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Les hommeft ont adopté la numération décimale dès lei 
premiers Ages, sans doute à cause des dix doigts de leurs mains; 
ils comptaient d'abord sur leurs doigts; arrivés au nombre 
dix, afin d'aller plus loin, ils ont considéré la dizaine conmie 
uneuniténouTcUe, pour recommencer à compter sur les doigts, 
de manière à former une nouTelle di2aine et prolcxiger ainsi la 
série des nombres 

Cependant la division duodédmale offre tant d'ayantages 
^u'on la retrouve dans presque toutes les anciennes mesures. 
JUnsi chacune des deux parties du jour a élé partagée en douse 
beures; Tancienne unité de longueur, le pied, était divisée en 
dotm pouces, le pouce en douze lignes ; l'unité de monnaie, 
ie 80U> était de même divisé en douze deniers, etc. Dans les 
usages de la vie commune, on a souvent a prendre la moitié, 
le tiers, ou le quart d'une quantité ; la division duodécimale 
le permet aisément. Par exemple, la moitié du pied, c^est six 
pouces ; le tiers^ quatre pouces ; le quart, trois pouces* Avec la 
division décimale, on peut bien prendre la moitié du mètre, 
c'est 5 décimètres, mais il est impossible d'en prendre le tiers, 
M d'ailleurs le quart s'exprime d'une manière œmpliqnée, 
3S <^ntîfflètres. 



CHAPITRE II. 



S9ft, Les caractères de dlvisilùlité ne sontpat^ 169 vAmm 
dans les diflEérents syBtàmeB de numération. 

Dans l6 système doodédma!, un nombre terminé par un 0, 
étant multiple de douze ^ est multiple de chacun dei diTis^uni 
de douze> o'est-à^dire de 2^ 3^ A, 6. Un nombre qu^lconquQ 
2a76 se décomposant en 3 parties^ Tune 3«70, multiple de chf^ 
cun des diviseurs de douze, l'autre 6 formée du dernier chiffre, 
on en conclut qu'un nombre est divisible par Tun des diyiscttrs 
de te ba^, si son dernier cbiifre est divisible par ce diyiseur^ 
et qu'en général le reste est égal au reste donné par ce dernier 
chiffre. Ainsi le nombre 2a76 est divisible par i, par 3| et par % 
divisé par 4> U donne pour reste % 

Un nombre terminé par deux zéros, étant un multiple da 
cent ou du carré de la base, est un multiple de chacun de? 
dîvîcHiurs de cent| à savoir de 8« 9,. . , Un nombre sera donc 
divisible par Tun de ces diviseurs^ si le nombre formé par cee; 
deux derniers chiffres est diyi^ible. Ainsi le nombro ia^o est 
d}¥}9ible par 8 et par 9. 

S ••. le Yais indiquer la méthode générale par laquelle on 
trouye les caractères de divisibilité par un diviseur quelconque* 
Pour fixer les idées, je raisonne sur le diviseur 7, et je supposerai 
le nombre écrit dans le système décimal. Je cherche d'abord les 
restes que fournissent lei puimuces suQcessives de la base divi- 
sées par 7. 
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1 = 


1 


10 =inultiplede7+ 3 


100 = 


id. + 2 


1000=: 


id. + 6 


10000 = 


id. + 4 


100000 = 


id. + 5 


1000000 = 


id. + 1 


10000000 = 


id. +3 





Le nombre 10 égale 7 plus 3. Le nombre 100 égale lOx 10; or^ 
on sait qu'on obtient le reste d'un produit en multipliant le 
reste du multiplicande par celui du multiplicateur ; le reste de 
100 sera donc 3x3=9 ou 2. De même 1000 égale 100x10, le 
reste de 1000 égale le reste de 100 multiplié par celui de 10, 
c'est-à-dire 2x3=6. De même le reste de 10000 égale le reste de 
1000 multiplié par celui de 10, c'estnà-dire 6x3=18 ou 4. Ainsi : 

Règle. Pour calculer les restes que fournissent les puissances 
mccessives Sun nombre divisé par un autre, on multipliera le 
dernier reste obtenu par le reste de la première puissance, ce qui 
donîiera le reste suivant. 

Les restes étant plus petits que le diviseur, après un nombre 
d'opérations au plus égal au diviseur, onretombera nécessaire- 
ment sur un reste déjà obtenu, et comme les restes se calculent 
d'après une règle uniforme, les restes suivants se reproduiront 
de manière à former une série périodique. Dans Texemple ac- 
tuel, à la sixième opération on retrouve le premier reste 1, et 
la série se compose des six restes 1, 3, 2, 6, 4, 5, qui se repro- 
duisent périodiquement. 

Si, pour simplifier, on remplace les restes plus grands que la 
moitié du diviseur par les restes plus petits que cette moitié, le 
tableau précédent devient : 

1 ==. .. . . +1 

10 =multiplede74- 3 

100 = id. +2 
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i 000 =mulliple de 7— I 

40000= id. —3 

100000 = id. —2 

1000000= id. +i 



Soit maintenant un nombre quelconque 53184942629. On le 
décomposera de la manière suivante. 

9 = 9 

20 =multiplede7+ 3x2 
600= id. +2X6 

2000 7= id — 1 X 2 

40000 = id — 3 X 4 

900000 = id — 2 X 9 

4000000 = id. +1X4 

80000000= id. +3x8 

^ 100000000 = id. + 2 X 1 

3000000000 = id — 1 X 3 

50000000000 = id — 3 X 5 

Et en effets puisqu'une unité du second ordre est égale à un 
multiple de 7 plus 3, deux unités de cet ordre seront égales 
à deux fois ce multiple de 7 plus deux fois 3 ; de même^ puis- 
qu'une unité du cinquième ordre est égale à un multiple de 7 
moins 3^ quatre unités de cet ordre seront égales à quatre fois 
ce multiple de 7 moins quatre fois 3. 

Ainsi, pour trouver le reste de la division par 7 d'un nombre 
écrit dans le système didmal, on le partage en tranches de trois 
chiffres à partir de la droite^ on ajoute au premier chiffre de 
chaque tranche trois fois le second et deux fois le troisième, on 
retranche les sommes fournies par les tranches de rang pair de 
celles fournies par les tranches de rang impair, en augmentant 
ces dernières de 7, si cela est nécessaire. 

Dans le calcul, on retranchera 7 toutes les fois que ce sera 
possible. En opétant sur le nombre proposé, on voit quil est di- 
visible par7. 
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32 f. Remarque!. J'appelle a la batie du système de numé^ 
ration^ 5 le diviseur que Ton considère. La méthode consiste à 
former un tableau des restes fournis par leç puissances succes- 
sives de a divisées par 6. Il peut se présenter différentes 
circonstances qu'il est bon d'étudier. 

Et d'abord^ si le diviseur ne contient que les facteurs premiers 
qui entrent dans la base, il est clair qu'on arrivera à une puis- 
sance aw» de la base divisible par b ; alors on trouvera le reste 0, 
et tous les restes suivants seront aussi nuls ; on voit que les m 
derniers chiffres de droite du nombre proposé concourent seuls 
à la formation du reste. 

Je considère le cas le plus simple, celui où 5 est un diviseur 
de la base a; dans ce cas^ le reste de la division d'un nombre 
par 5 égale le reste donné par le dernier chiffre ; si ce dernier 
chiffre est divisible par 5, le nombre est divisible par 6. C'est 
ainsi que, dans le système décimal, on a trouvé le caractère de 
divisibilité par les deux diviseurs 2 et 5 de la base dix; dans le 
système duodécimal, par les quatre diviseurs, 2, 3, 4», 6 de la 
base douze. 

398« RnuRQUR U. Lorsque le diviseur égale a *«• !> la pre- 
mière puissance de la base a donne le reste 1 ; la seconde pu!»* 
sauce donne aussi ]e reste 1 ; tous les restes sont égaux à rumté. 
Ainsi : Un nomJbr$, écrit dam le sygtMM de numération dwt 
la base est a, est divisible par a-^li ^î la somme de ses chiffrée 
est divisible par a — 1. 

Ce caractère supplique au divisenr 9 dans le système déci- 
mal, au diviseur p dans le syitième duodécimal. Soit^ par eausm^ 
1^9 lô nombre 4^3 écrit dans la systkne duodécimal; pour 
trouver le reste de la diviâoti de ce nombre par p, on diras 3 
et ot.«... s, et 5 7 et i..... 0; le nombre est divifible par |l. 

S»9. Remarque III, Je considère enfin le cas où le diviseur b 
égale a+1, et, pour fixer les idées, je raisonne daiis le eygtème 
duodécimal. Les puissances eucoessives de la base a s'écrivent 
^^ 10, 100 ; le nombre b+i s'écrit 11. Le nombre 100 est 
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égal à pp+i ; or pp, étant égal au produit 11 X p, est un mul- 
tiple de 11; donc la seconde puissance de 10 donne le reste 1, 
et par conséquent les restes 1 et 10 se succèdent alternative- 
ment. 

1 = ....•. 1 

10 = .40 = multiple de 11 — 1 

100 = multiple de 11 + 1 
1000 fis id. +10=£= Id. -.1 

10000 = id. +1 

Ainsi un nombre, écrit dans le système de numération dont la 
base est a, est divisible par à+\, quand Fexcès de ta somme de 
ses chiffres de rang impair sur celle des chiffres de rang pair est 
divisible par a+1. 

Ce caractère s'applique au diviseur onze dans le système 
décimal et au diviseur treize dans le système duodécimal. On 
reconnaît de cette manière que le nombre 9754pa6a^ écrit 
dans le système duodécimal, est divisible par treize. 



CHAPITRE m 
nuivcapc» be uk théobie mem jvombbbs. 



3SO. On appelle résidu le reste de la diyision d'un nombre 
par un autre. Ainsi 23 divisé par 5 donne le résidu 3. 

Lorsque deux nombres^ divisés par un même nombre, don- 
nent le même résidu, ces deux nombres sont dits équivalents 
par rapport au diviseur, qui porte alors le nom de modvie. 
Ainsi les nombres 48 et 23, donnant le même résidu 3 quand 
on les divise par 5, sont équivalents par rapport au module 5. 

On indique l'équivalence de deux nombres par le signe ^. 
Ainsi 

48=23 (mod 5). 

On écrit le module entre parenthèses. 

Puisque la différence de deux nombres équivalents est divi- 
sible par le module, c'est-à-dire donne le résidu 0, on peut 
écrire aussi 

48—23=0 (mod 5). 

Résidus des multiples. 

SSl. Théorème L ic5 m— 1 premiers multiples d'un nom- 
bre a premier avec m donnent pour résidus par rapport au 
module m, dans un certain ordre ^ les m — i premiers nombres. 

Considérons la série des m — 1 premiers multiples de a; 
savoir : 

a, 2a, 3a, , (m—l) a, 

et les résidus qu'ils fournissent quand on les divise par m. Nous 



PRINCIPES DE LA THÉORIE DES NOMBRES. 317 

remarquons qu'aucun de ces résidus n'est nul; car si Tun des 
multiples «a donnait le résidu 0, c'est-à-dire était divisible par 
m, le nombre tu, divisant le produit aa et étant premier avec le 
facteur a, diviserait l'autre facteur a, ce qui est impossible , 
puisque a est plus petit que m. Nous remarquons ensuite que 
deux multiples aa et a' a ne peuvent donner le même résidu; 
car alors la difTérence (a — a')a de ces deux multiples donnerait 
le résidu 0, ce qui est impossible. On obtient ainsi par ces ré- 
sidus m — 1 nombres différents qui sont tous inférieurs à m; 
ces résidus sont donc, dans un certain ordre, les m — 1 premiers 
nombres 

1, 2, 3, ,m-i. 

Exemple. Les huit premiers multiples de 5 donnent, par 
rapport au module 9, les résidus 

5, 1, 6, 2, 7; 3, 8, 4. 

33 !t. Corollaire 1. 5t Von prolonge indéfiniment la série 
des multiples, les mêmes résidus se reproduisent dans le même 
ordre. 

Considérons la série indéfinie des multiples de a; savoir : 
Oa, i a, 2a, 3a (m— l)a, ma, (m+i)a, (m+^)a,. . . . 

On peut déduire chaque résidu du résidu précédent en ajou" 
tant à ce dernier le résidu de a et retranchant m si la somme 
surpasse m. Les m premiers multiples (en regardant comme 
premier multiple le produit de a par 0, c'est-à-dire 0] donnent 
dans un certain ordre les résidus 

0, 4, 2^ , m-—!. 

Le multiple ma, étant divisible par m, donne le premier résida 
0; on recommence donc les mêmes opérations, et l'on retrouve 
les mêmes résidus dans le même ordre. 

Soit aa l'un des multiples. Si l'on ajoute à a un multiple 
quelconque de m, le résidu ne change pas. 

Les deux multiples oa et (m — a)a donnent des résidus com- 
plémentaires, c'est-à-dire des résidus dont la somme est m; 
car la somme de ces deux multiples est divisible par m. 
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S3S. CoftouAiRB ILLei multiple» d'un nanibrê b^ équimlani 
à n par rapport au module m, donmnt leê mtmêê résidus dans 
lé même ordre. 

En effets puisque le résidu de h est le même que celui de a, 
les deux séries de résidus sont identiques. On peut donc tou* 
Jours remplacer le nombre a par son résidu, plus petit que m. 

Lorsque le nombre b premi^ avec m n'est pas équiralent à 
a, les deux séries difièrent par l'ordre des résidus. 

3S4. THÉoitÈVB n. Si deuûo nombres a €t m ont un plus 
grand commun diviseur d, fes -^ — 1 multiples successifs 



G-)' 



donnent, par rapport au module xn? dans un certain ordre y les 
résidus 

d,2d,3d, .... . .(5-*)^- 

J'appelle a' et m' les deux quotients^ premiers entre eux^ que 
Fon obtient en divisant les deux nombres a et m par leur plus 
grand commun diviseur d. Soit r le résidu fourni par un mul- 
tiple quelconque aa, 

aat=smq+r; 

puisque a et m sont divisibles par d, le résidu r est aussi divisi- 
ble, et l'on a 

en désignant par r* le quotient -t. Or, d'après le théorème pré- 

cèdent, les multiples de a^ donnent, par rapport au module mf, 
les résidus 

1, â| 3, , in'— I, 

Donc les multiples de a donnent, par rapport au module m, les 
résidus 

d,id, 3d, (m'—^)d. 

Le multiple suivant m'a donnerait le résidu 0, et on retrou- 
verait ensuite les mêmes résidus dans le même ordre. 
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Ainsi; dans tous les câs, les résidus des multiples d^n nom^ 
bre i^^f rapport à un même module forment une série périodi«* 
que simple. 

3Sft . CoROLL4iBE« On a flouyent à résoudre des équivideoces 
de la forme 

aa:^r (mod m). 

La question est de trouyer les multiples de a qui donnent le ré^ 
Hidu r par rapport au module m. On peut toujours supposer le 
nombre r plus petit que m, sans quoi on le remplacerait par 
son résidu. 

Considérons d'abord le cas où a est premier avec m. La suite 
des ifà-^i premiers multiples de a donnant pour résidus, 
dans un certain ordre, les m— 1 premiers nombres, Tun de 
ces multiples, par exemple «et, donnera le résidu r, et ensuite 
de m en m les multiples reproduiront le môme résidu. On peut 
donc donner à x les valeurs 

a, a+m, ot+âin, a+3m, .. . . 

Toutes ces valeurs sont comprises dans la formule 

dans laquelle y désigne un nombre entier quelconque, ou plus 
simplement 

x^oi (mod m). 

Soit, par exemple, à résoudre l'équivalence 
5^=8 (mod 9). 

On chercfae parfni les huit premiers multiples de 5 celui qui 
donne le résidu 8 : c'est 5x7; on a donc 

ou 

ars7(mod9). 

Lorsque les deux nombres a et m ont un plus grand commihi 
diviseur d, il est nécessaire que le^résidu r soit aussi divisible 
par d , sans quoi Téquivalence serait impossible. Si donc un 
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appelle a/jfn/,f^ les quotients que Ton obtient en divisant par 
d les nombres a, m, r, Téquivalence proposée est ramenée à la 
suivante : 

a' x^f^ (mod m'), 

dans laquelle a^ et tnf sont premiers entre eux. 

339. Trouver combien il y a de nombres inférieurs el pre- 
miers à m. 

Il résulte des théorèmes précédents que^ si Ton considère les 
tu— 1 premiers nombres comme les résidus des multiples d'un 
même nombre par rapport au module m^ il y a autant de ma- 
nières de les obtenir, c'est-à-dire il y a autant d'ordres ou de 
dispositions différentes, qu'il'y a de nombres plus petits que m 
et premiers avec lui. Nous sommes ainsi amenés à chercher 
combien il y a de nombres inférieurs et premiers à m. 

Supposons le nombre m décomposé en facteurs premiers, et 
soit 

m:=:a^b^ c^ . 

Imaginons écrite la série des m premiers nombres 
1, 2, 3, m. 

Si Ton en retranche les nombres qui contiennent Tun des fac- 
teurs premiers a, 6, c, d, ou plusieurs d'entre eux, il restera 
les nombres premiers avec m. 

Mettons d'abord à part les nombres qui contiennent le fac- 
teur a, c'est-à-dire les multiples de a, 

a, 2a, 3a, -a. 

m 
€es multiples soniau nombre de — . De même les multiples de 

b sont au nombre de -r > les multiples de ab au nombre de 

^-7, etc. Si de la série des m premiers nombres on retranche 
co 

les multiples de a qu'elle renferme, la série des nombres res- 
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tants contiendra m , ou m ( 1 — j nombres. Pour abréger 



nous poserons 

m' 



'=m(i-i); 

nous désignerons par (m] la série des m premiers nombres, par 

( — j la série des multiples de a, et par (m') la série qui reste 

quand on retranche la seconde de la première. 

Cherchons maintenant combien dans la série (mf) il y a de 
multiples de b. Ces multiples sont ceux que contient la série 

(m), moins ceux que contient la série [ — j . Le nombre des pre- 
miers est -j-. Puisque a et 6 sont premiers entre eux^ les mul- 
tiples de b contenus dans la série T— \ étant en même temps 
naultiples de a, sont multiples de ab; ce sont donc les multi- 
ples de ab contenus dans la série (m); leur nombre est— • 
Ainsi le nombre des multiples de b contenus dans la série (m^) 



m 

m m a _ mf^ 

b âb~ b ~ 6* 

De même le nombre des multiples de c contenus dans la série 

{mf) est —, le nombre des multiples de bc est r-, etc. On voit 

par là que la série [m/) jouit des mêmes propriétés que la série 

(m). 

Si de la série (m') on retranche les multiples de b qu'elle 

m' 
contient, la série des nombres restants renferme m/— ^ ^^ 

m' ( ^— IL ) nombres* Pour abréger, nous poserons 

SI 
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Qçuft âé^gneroiis par f-— jla série des multiples d^ k que r«ia- 

ferme la série (m'), et par (m'O la série des nombres ratants. 
Le même raisonnement peut être continué indéfiniment. 
Cherchons combien dans la série (m'O il 7 a de multiples de c; 
ces multiples sont ceux que contient la série {mf), et qui sont 

au nombre de — , moins ceux que contient la série -r-J Ifis nam- 

bres c et 6 étant pre^liers entre eux^ ces derniers sont les mul- 

tiples de hc contenus dans la série (m'), au nombre de^. Le 

nombre des multiples de c contenus dans la série (mf) est donc 

m ml b m ' 



e bc ce 

Ainsi la série [m^') jouit 4^ mêmes propriétés que la série (m'), 
au que la série (m). Si de cette série (m'') on retranche tes 
mulliptas de c qu'eUç <^uitîent, la ^rie r^ta^t^ oopUwâ^a 



mf 



// 



c 



fi — \ nombre». Ces derniers PQïplws WRt 

Vftfvmn «vee m^ En remplaçant m^', puis wf jm lours Ta^mv, 

et désignant par n le nombre des nombres inférieurs et pr^ 
miers à m, on obtient la formule 

»=„(,-i)(.-i)(.-î), 

n=5o""* 6^* c»-* (a-^)(b-^) (c— 1). 
Par exemple, si jn=12=2'x3, on a n=2 (2—1) (3 — 1) 
wxà. Lea quatre nombres inférieur» ei, pv#mi«(r» k 13 sont 
1, 5, 7, H. 

Den résulte les quatre dispositions suivantesdesll premiers 
nombres; 

1, 2, 3, 4, 8, 6, 7, 8, 9, 10, 11 

5, 10, ^ 8, 1, 6, H, 4, 9^ % 7 

7, 2, 9, 4, 11, 6, 1, 8, 3, 10, 5 

11, 10, 9, 8(, 7, «, 6, *, 3, 2, i 
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SSI". Rbmarque. Si a est un nombre inférieur et premier à 
m, m — a est aussi premier ayec m; ainsi les nombres infé* 
rieurs et premiers à m se correspondent deux à deux, et leur . 
nombre est pair. Les dispositions correspondantes des m — 1 
premiers nombres sont inverses Tune de Tautre. 

n y a exception pour m=2; dans ce cas m=l. 

33 S. Corollaire I. Soient m et mf deux nombres premiers 
entre eux. Désignons par n le nombre des nombres inférieurs 
et premiers à m, et par n' le nombre des nombres inférieurs et 
premiers à m'. Supposons m et m' décomposés en facteurs prch 
miers, et soient 



m'; 



on a 



«■=«'(4-i)(i-l). 

Les facteurs premiers a!, V étant diffiérmts de a^ h, ty le 
nombre des nombres inférieurs et premiers au produit 

est 

"•""('-|)('-r)('-r)(-5)('4)="-- 

Par exemple, si m=3, m'=:5, on a n==:2, filz=xk. Le nombre 
des nombres inférieurs et premiers à 3x8 ou 15 est 2X4 c'est-* 
à-dire 8. 

S39. Corollaire H. Supposons la circonférence dhrisée en 
m parties égales, et plaçons sur les points de diyision les nur 
méros 

0, 1, 2, 3, I w— 4, 

Si Fon prend pour unité Tune des divisions, la curconférence 
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vaut m uDités. Quand^ partant du point 0, on parcourt dans le 
même sens les arcs 

o, 2a, 3a , (m— i)a, 

les numéros auxquels on arriye sont précisément les résidus 
de ces multiples par rapport au module m; car un multiple 
quelconque égale un certain nombre de circonférences^ c'est- 
à-dire un certain nombre de fois m, plus le numéro auquel 
on arrive. 

Quand a est premier avec m, les multiples de a donnent pour 
résidus les m — i premiers nombres, et Ton passe par tous les 
points avant de revenir au point de départ. Le multiple ma 
ramène au point de départ 0. En continuant, on repasse par les 
mêmes points que précédemment. On obtient ainsi un poly- 
gone régulier de m côtés. 

Hais si a et m ont un plus grand commun diviseur d, on ne 
passe que par les numéros multiples de d, et Ton forme un po- 
lygone régulier de ^ côtés. 

Les multiples de a et de m— a donnent le même polygone 
en ordre inverse; il en résulte que le nombre des polygones 
réguliers de m côtés est égal à la moitié du nombre des nom- 
bres inférieurs et premiers à m. 

(Voyez, pour plus de détails, mes Éléments de géométrie, 
4« édition.) 

bésidos des puissaDôes. 

340. Théorâiie IlL Soit p un nombre premier, a tin tiom- 
bre quelconque non divisible par p, le nombre a>^^ est équi- 
valent à Vunitépar rapport au module p. 

En effet, on sait que le produit de plusieurs nombres équi- 
vaut au produit des résidus de ces différents nombres (n"* 69); 
les multiples 

a, 2a, 3a, ,(p~i)a 

donnent, par rapport au module p, les résidus 
1, 2, 3, ,p^i; 
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Le produit de tous ces multiples équiyaut au produit de tous 
les résidus. On a donc 

i.2.3... (p— l).at»-^ =1.2.3. •. (p-l)[modp], 

ou 

1 2.3.. . (p — 1). [a^^—i]=0 [modp). 

Le nombre premier p, divisant le premier membre, qui est 
un produit, divise Tun des facteurs; or il ne divise aucun des 
facteurs i, 2, 3. .., p— i, qui sont plus petits que p; donc il 
divise Tautre facteur o«^* — 1. Ainsi 

flj)-! —1^0 (modp), 
ou 

Ce théorème remarquable est dû à Fermât. 

S4I1. Théorème IY. Si m est premier avec a, et si n désigne 
le nombre des nombres inférieurs et premiers à m, le nombre a*» 
est équivalent à Vunité par rapport au module m . 

Soient 

1, r, r^, f", m— 1 

les nombres inférieurs et premiers à m, a Tun quelconque 
d^entre eux; le résidu de «a est aussi premier avec m; donc 
les multiples 

a, ra, f^a, r"a, (m— l)a 

donnent, par rapport au module m, dans un certain ordre, les 
résidus 

l,f,f'f'',. ....m— 1. 

Puisque le produit des multiples équivaut au produit des rési- 
dus, on a 

l.r.r'.r''. . .. (m— i).a»^=^.r.r^r'^ (m— 1) (mod m), 

ou 

i.r.r'.r".. .(m— i) [a*»— i]=0 (mod m). 
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Le nombre m, divisant le premier membre et étant premier 

ayec chacmi des facteurs 1 , r, r', r'^ (w— 1). diviie 

l'autre facteur a*— 1; donc 

a"^l (mod m). 

Cette extension du théorème de Fermai a été donnée par 
Evkr. 

U4k9é Ocrnowan I. Si Ton divise par m les puissances suc- 
cessives 

a% aS a\ a*,.. .. 

d'un nombre a premier avec m, les résidus forment une série 
périodique simple. Car on calcule chaque résidu en multipliant 
le résidu précédent par le résidu de a; la première puissance 
a* donne le résidu i, la puissance a** donne aussi le résidu i; 
donc tous les résidus, à partir du premier, se reproduisent 
dans le même ordre. 

De A* à a^< incluMvement^ il y a un nombre entier de pé- 
riodes) puisque a*" commence une période; donclenooibre 
des termes de la période est n ou un sous-multiple de n. 

l 
343 • Corollaire tl. Pour convertir la fraction - en fraction 

m 

décimale^ on divise par m les puissances successives de la base 
iO. Quand m est premier avec iO, la série des résidus étant 
périodique simple^ la fraction décimale est évidemment pério- 
dique simple. Le nombre des chiffires de la période est n ou un 
sous-multiple de n. 

Par exemple, si Ton Convertit en décimales la fraction ^, on 
trouve 

JL 1x0,047619 04 

21 



Le nombre n est ici égal à H, et le nombre des chiffres de 
la période est la moitié de i2. 
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Racines primitiveâ. 

S4I4I. Lorsque deux nombres a et 6 sont équiyalents par 
rapport au module m, deux puissances semblaMes a\ b^ don- 
nent le même résidu; on peut donc^ dans l'étude des résidas 
des puissances, supposer a plus petit que le module. Quand le 
module p est premier, on sait que la puissance o»^* donne le 
résidu 1; si cette puissance de a est la première qui, après a% 
donne le résidu 1, les résidus des puissances 

a'^fà^, a*, a\ , op-» 

formetlt une seule période composée dô jp-^1 iiotnbrës difti« 
renie; ee sont par conséquent \e»p—i premiers nomblBS 

1, % 3, p-i 

dans un certain ordre * 

Tout nombre a plus petit que le nombre premier p, et tel 
que o^'^ soit la plus petite puissance, abstraction faite de ao, 
qui donne le résidu 1 par rapport à p, s'appelle une racine pri- 
mitive du nombre premier p. Chaque racine primitiye aun 
nombre premier p dispose les p — 1 premiers nombres dans 
un ordre particulier par les résidus de ses puissances. 

t^ar exemple, le nombre premier 7 a deux racines primitiyés 
3 et 5; il en résulté les deux dispositions suivantes deâ six pre- 
miers noml)res. 

R^PÎnA ^ ) Puissances 3% y, 3», 3% 3*, 3»^ 3», 
tiacme d | ^^.^^^ ^ ^^ ^^ ^^ ^^ ^^ ^^ 

^ , ^1 Puissances 5% 5*, 5«, 5^ S*, 8*, 5*, 
Racine 5 l _, . . , m ^ / a c. r, . 

] Résidus 1, 5, 4, 6, % 3f i. 

Ces deux dispositions sont inverses Tune de l'autre^ 

345. On démontre que tout nombre l)remier p admet au 
moins une racine primitive; Dès qu'on sait qu'il existe une ra- 
cine primitive, on ti'ouve aisément combien il y en a en tout. 
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Soit a une racine primitiye du nombre premier p. Considérons 
la suite des puissances 

a% aS a\ a^^a^y , o^-*. 

Désignons par r un nombre inférieur et premier à p— 1 ; je dis 
que a', ou son résidu par rapport à p, est aussi une racine pri- 
mitive. En effet, les puissances successives de ce nombre sont 

(a^, (a% (ary, {a% , («O'-S 

ou 



a'% 



a(^»-«)^ 



On peut négliger le multiple de p— 1 contenu dans chaque 
exposant, puisque aJ»-* =1, et remplacer cet exposant par 
son résidu relativement à p — i ; mais on sait que les multiples 
du nombre r premier à p — i donnent pour résidus, par rap- 
port àp— i, les p— 2 premiers nombres (n* 331); on retrouve 
ainsi dans un certain ordre la série proposée 
ao, afj a', a', , eu»-*. 

Si le nombre r n'était pas premier à p—i, on ne reprodui- 
rsdt qu'une partie de ces nombres. On conclut de là que le 
nombre des racines primitives d'uth nombre premier p est égal 
au nombre des nombres inférieurs et premiers dp — i. 

346. Nous avons vu (n*> 337) que les multiples successifs des 
deux nombres r et (p — i) — r, inférieurs et premiers à p — 1, 
donnent, par rapport àp — 1 , des résidus disposés en ordre in- 
verse; les deux racines primitives correspondantes a*" et ai»-*-' 
fourniront donc, par les résidus de leurs puissances succes- 
sives, des dispositions inverses. 

Le tableau suivant renferme les racines primitives des nom- 
bres premiers jusqu'à 17. 



Nombres premiers. 


Racines primiUves. 


3 


2 


5 


2, 3 


7 


3, 5 


11 


2, 6, 7, 8 


.13 


2, 6, 7, 11 


17 


3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, U. 
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341". Théorème Y. Si p est un nombre premier, le produit 
des p— i premiers nombres donne le résidu — 1 par rapport 
au module p, c'est-à-dire que l'on a 

i.2.3 (p— i)=— i (modp). 

En effets soit a Tun quelconque desp— 1 premiers nombres, 
nous avons vu (no 335) qu'il existe un nombre b plus petit que 
p yérifiant Téquivalenee 

ax^i (modp), 

et qu'il n'en existe qu'un; on peut donc grouper les p— i pre- 
miers nombres deux à deux, de manière que le produit ab de 
deux nombres correspondants a et & donne le résidu i. Nous 
remarquons en outre que les deux nombres diffèrent; car si 
l'on avait a=6, le nombre a vérifierait l'équivalence 

x*^i ou a:*— ^sO, ou (x—i) (x+i)^0, 

le nombre premier p, divisant le produit des deux facteurs 
x—i et x+i, devrait diviser l'un d'eux, ce qui exige que l'on 
aita;=i ou ir=|> — 1. Il n'y a donc exception que pour le seul 
groupe 1 (p— i), qui donne le résidu p—1. On en conclut que 
le produit proposé donne le résidu p — i, ou plus simplement 
— i. 

Ce théorème est connu sous le nom de théorème de Wilson. 
On peut le généraliser de la manière suivante : 

S48. Théorème YI. Si Von désigne par 

i^ a^b, Cf m — 1 

les nombres inférieurs et premiers àm,on a 

[1.0.6. c (tn— i)]*=l (mod.m). 

A tout nombre a inférieur et premier à m correspond un 
nombre 6 inférieur à m et vérifiant l'équivalence 
ax^i (modm); 

et il n'en correspond qu'un. Ce nombre b est aussi premier à m; 
car si 6 et m avaient un facteur commun autre que l'unité, ce 
facteur^ divisant la différence oft— 1 et le terme ab, diviserait I, 
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ce qui est impofiiblei Le nombre m n'étant pti premi^, le 
facteur a peut se correspondre i lui*mtaie et Térifler réquivâ* 
lence x^^i; mais comme il entre deux fois dans le carrée le 
facteur a' donnera encore le résidu i • Quant au groupe 1 (p — 1)^ 
qui donne le résidu —1, son carré donnera le résidu + i- 
Ainsi le théorème est démontré. 



CHAPITRE lY. 

OPÉBATIOlVli AMBtÊktEM. 



349. Quand on a à effectuer des opérations sur des non^ 
bres décimaux, et qu'on demande le résultat avec une cer- 
taine approximation, il est possible en général d'abréger 
beaucoup les calculs. On conçoit, en effet, que Ton puisse 
dans le courant du calcul négliger les chiffres qui n'ont pas 
d'influence sur la partie du résultat que l'on veut conserver. 
Nous allons expliquer des procédés très^simples pour abréger 
de la sorte les opérations de l'arithmétique. Commençons par 
la mttltiplicâtldn. 

Multiplication. 

■50< On demandé, par exemple, a moins d'une unité 
près, le produit des deux nombres décimanx 628,45637 et 
39,935784. Si l'on effectuait la multiplication d'après le prooédé 
ordinaire, on aurait le produit avec onze décimales que l'on 
négligerait ensuite, puisqu'il suffit d'avoir le produit à moins 
d'unité près. Voici un procédé connu sous le notn de riglê 
d'Oughtred, qui abrège l'opération et qui dispense do oalonler 
la partie que l'on doit négliger aa produit. 

RÊGLis. Pour calculer le produit de deux norribreÈ décimauôo, 
à moins (Ttine unité près, on écrit au-dessoUà du multiplicande 
leê chiffres du multiplicateur dans un ordre inverse^ en plaçant 
le chiffte des unités du multiplicateur sous le chiffre des cen- 
tièmes du multiplicande; puis on multiplie par chaque chiffre 
du multiplicateur la partie du multiplicande qui^ en àltant de 
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droite à gauche, commence au chiffre du multiplicande placé 
au-dessus du chiffre du multiplicateur que Von considère, et 
l'on écrit les produits partiels les uns au-dessous des autres, en 
mettant les premiers chiffres de droite dans une même colonne 
verticale. On fait ensuite l'addition; on supprime deux chiffres 
décimaux par une virgule, et on augmente la partie entière 
d'une unité. 

6 2 8,4 5 6 3 7 
48753923 



1885368 

125690 

56556 

1884 

31 

42 

2 6 9 8,50 

On multiplie d'abord la partie 628,456 du multiplicande par 
le chiffre des dizaines 3 du multiplicateur, ce qui donne le 
produit partiel 18853,68. Puis on multiplie la partie 628,45 du 
multiplicande par le chiffre des unités 2 du multiplicateur, ce 
qui donne le produit partiel 1256,90. On multiplie ensuite la 
partie 628,4 par le chiffre des dixièmes 9 du multiplicateur, 
ce qui donne le produit partiel 565,56. Continuant' de cette 
manière, on multiplie la partie 628 uuités du multiplicande 
par le chiffre des centièmes 3 du multiplicateur, puis la partie 
62 dizaines du multiplicande par le chiffre des millièmes 5 du 
multiplicateur, et enfin la partie 6 centaines du multiplicande 
par le chiffre des dix-millièmes 7 du multiplicateur. On voit 
que les premiers chiffres des produits partiels ainsi obtenus, 
exprimant tous des centièmes, doivent être placés dans une 
même colonne verticale. 

Évaluons maintenant Terreur commise. Dans le premier 
produit partiel on a négligé le produit de la partie de droite 
0,00037 du multiplicande par 30; cette partie étant moindre 
que 0,001, la quantité négligée au produit est moindre que 
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O^OOi X 30, c'est-à-dire moindre que 3 centièmes. Dans le se- 
cond produit partiel^ on a négligé le produit de la partie de 
droite 0,00637 par 2; cette partie étant moindre que 0,01, la 
quantité négligée au produites! moindre que 2 centièmes. Dans 
le troisième produit partiel, on a négligé le produit de la 
partie de droite 0,05637 par 0,9; cette partie étant moindre 
que 0,1, la quantité négligée au produit est moindre que 9 cen- 
tièmes; et ainsi de suite; l'erreur commise sur chaque produit 
partiel est plus petite qu'un nombre de centièmes marqué par 
le chiffre correspondant du multiplicateur. On a négligé enfin 
le produit de tout le multiplicande par les chiffres 8 et ^ du 
multiplicateur; le multiplicande étant moindre que 1000, et la 
partie 0^000084 négligée dans le multiplicateur étant moindre 
que 0,00009^ Terreur commise est plus petite que 9 centièmes. 
Ainsi, Terreur totale, ou la somme des quantités négligées au 
produit, est moindre que 3+24-9+3+5+7-f (8-4-l)centièmes; 
en général, Verreur est moindre qu'un nombre de centièmes 
marqué par la somme des chiffres du multiplicateur qui four- 
nissent des produits parliels, plus le chiffre suivant augmenté 
d'une unité. 

Dans Texemple actuel, Terreur commise est moindre que 
38 centièmes. Le produit obtenu est trop faible; la quantité 
négligée étant moindre que 0,38, le produit exact est compris 
entre 20698,50 et 20698,88. On prendra la valeur approchée 
20699 par excès à moins d'une demi-unité près. 

351. Il est bon de remarquer que si Ton change Tordre 
des facteurs^ on obtient le même résultat. 
3 2,9 3 5 7 8 4^ 
73654826 

1976142 

65870 

26344 

1316 

160 

18 



2 6 9 8,5 
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Dans la première opération on a multiplié par les 3 dizaines 
du multiplicateur la partie 628^456 du multiplicande; dans la 
seconde opération, ces 3 dizaines^ placées au multiplicande^ 
ont été multipliées par la même partie 628^456 placée au mut 
tiplicateur et retouruée. Dans la première opération^ on a 
multiplié par les 2 unités du multiplicateur la partie 6^8^45 du 
multiplicande ; dans la seconde opération^ ces deux unités, 
placées au multiplicande, ont été multipliées par la même partie 
638,45 placée au multiplicateur et retournée, et ainsi de suite. 
Les deux opérations donnent donc le même résultat 20698,50. 
Mais l'évaluation de Terreur diffère : dans le premier cas^ nous 
avons dit que Terreur est moindre que 38 centièmes ; dans le 
second cas, nous dirons qu'elle est moindre que 35 centièmes. 
De ces deux évaluations de Terreur, on prendra la moins 
élevée. 

159. Proposons-nous encore de calculer le produit des 
deux nomlnw 783,15673 et 43,856709, à moins ù^mie unité. 

7 8 3,2 5 6 7 3 
20765834 

3433024 

^234975 

62656 

3915 

468 
49 

3 4 3 5 0,8 7 

La quantité négligée au produit est moindre que 4+3+8 
+5-J-6+7+1 centièmes, c'est-à-dire moindre que 34 cen- 
tièmes. Le produit exact est donc compris entre 34350,87 et 
34351,21. On prendra la valeur approchée 34351 à moins d'une 
demi-unité, dans un sens ou dans l'autre. 

353. Le procédé que nous venons d'expliquer suffit dans 
la plupart des cas; on peut Tafi^pliquer toutes les fois que la 



KHuma dM efaiffpfii du multiplicateur dont on a à tenir compte 
ne surpasse pas 100. Cur alors la quantité négligea au produit 
«st plus petite que 100 centièmes ou que i unité. Si Ton ap- 
pelle a la partie entière du produit calculé^ augmentée d'une 
unité} pour avoir le produit exacte il faut de a retrancher une 
première fraction moindre que l'unité^ et en ajouter une se- 
Qonde aussi moindre que l'unité; en prenant a pour valeur 
approchée du produit> on voit que Terreur commise est moin- 
dre qu'une unités dans un sens ou dans Tautre. 

Si la somme des chiffres du multiplicateur était plus grande 
queiOO> mais plus petite que i 000^ il faudrait^ après avoir 
retourné le multiplicateur^ placer le chiffre des unités sous le 
chiffre des millièmes du multiplicande. 

Lorsqu'on demande le produit, non plus à moins d^une 
unité près, mais à moins d'un millième, par exemple, il suffit 
de transporter la virgule après les millièmes dans le multipli- 
cande; puis de calculer le nouveau produit à moins d'une 
unité. 

Division. 

Stt4« On abré^ra Topératlon de la manière suivante. 

BlALK* Àpr4s amr déterminé U membre q de$ chiffrn fxaetê 
q^e Von v«w( au quotient, onprpi^dra mr la gauche du dm- 
9^r proposé amsk de ekiffru pour former un nombre au moim 
égtkl à n; à ta êuiteà on prendra mcore n chiffren, et Von aura 
mnsile premier dim^ur^ ou diweur d'entrée. On prendra en- 
suite sur la gauche du dividende pr^^sé 999^A| de ehiffres pour 
former un nombre au m»ine égal au diviseur d'entrée, et fon 
aura ainsi le premier dividende partiel On divisera le premier 
dividende partiel par le premier dinUeur, ee qui donmro> lepre-^ 
mier chiffre du quotient, et l'on retranchera le produit de ee 
di^isêur pm le chiffre ainsi troux4^ Supprimant un chifpre a to 
if'ffitâ duprsmer dimeur, on awa U s$eond diviseur; on di^ 
visera le reste par le smmd diviswr, ee ^i donnera le second 
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chiffre du quotient, et Von continuera de cette manière jtAsqu'à 
ce qu'on ait obtenu tous les chiffres du quotient. 

Les exemples suivants feront bien comprendre ce procédé 
de calcul. Considérons d'abord le cas où le premier chiffre à 
gauche du diviseur est égal ou supérieur au nombre des chif- 
fres du quotient^ et mettons la virgule dans le diviseur après ce 
premier chiffre. Proposons-nous de calculer, à moins d'une 
unité près, le quotient de S83514,76!2 par 7,5438621. On voit 
immédiatement que le quotient renfermera 5 chiffres à sa 
partie entière; ici n=5. Le premier chiffre 7 à la gauche du 
diviseur étant plus grand que 5, à la suite on prendras chiffres 
pour former le diviseur d'entrée 754386. Le premier dividende 
partiel, devant contenir ce diviseur, sera ^35147. 

28 3 514.7.62 I 7,5 4 3 8 6.2 1 ' 

5Î1989 I 37582 

43923 

6208 

1 76 

2,6 

En divisant le premier dividende partiel par le premier di' 
Viseur, on obtient le premier chiffre 3 du quotient et un reste 
571989. Au lieu d'abaisser à la droite du reste le chiffre suivant 
du dividende, on barre le premier chiffre 6 à la droite du divi- 
seur d'entrée, et on divise ce reste par le second diviseur 75438, 
ce qui donne le second chiffre 7 du quotient. Barrant un se- 
cond chiffre 8 à la droite du diviseur, on divise le reste 43923 
par le troisième diviseur 7543, ce qui donne le troisième chifi&e 
S du quotient. On continue de la sorte jusqu'à ce qu'on ait 
trouvé les cinq chiffres du quotient. 

Évaluons maintenant Terreur commise. En multipliant le 
diviseur par chacun des chiffres du quotient, nous avons né- 
ghgé un ou plusieurs chiffres à la droite du diviseur, ce qui 
occasionne une erreur sur le produit partiel. On a effectué le 
produit comme dans la multiplication abrégée, quand on écrit 
le quotient sous le diviseur en ordre inverse, plaçant le chiffre 
des unités 2 sous le chiffre des dixièmes 5. 
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7,5 4 3 8 6 2 i 
.28573 



On a multiplié en effet le premier diviseur, ou diviseur d'en- 
trée 7,54386 , par le premier chiffre 3 du quotient, puis le se- 
cond diviseur 7,5438 par le second chiffre 7 du quotient, et 
ainsi de suite. D'après le raisonnement que nous avons fait, la 
quantité négligée au produit est moindre que (3+7-)- 5+8+2), 
ou que 25 dixièmes. Appelons a le dividende proposé, b le di- 
viseur, q le quotient trouvé 37582, c la quantité négligée dans 
le produit bxq. En retranchant du dividende le produit 
inexact bq — c, nous avons obtenu un reste 2,662 que nous dé- 
signons par r. Si Ton écrit que le dividende est égal au produit 
inexact 6g— c plus le reste, on a 

a=6g~~c+r; x 

d'où l'on déduit, en divisant par b, 

a r c 

Ainsi , pour avoir le quotient exact -, il faut au nombre en- 
tier q ajouter une première fraction j- et en retrancher une se- 

conde r. Le reste r étant plus petit que le dernier diviseur 7,5, 

T 2 662 
il est clair que la première fraction- ou * . est plus petite 

que l'unité. La quantité négligée c dans le produit étant plus 
petite que 25 dixièmes , la seconde fraction est moindre que 

2 5 

-^. On prendra donc pour valeur approchée du quotient le 
7,5 

nombre entier 37582 par défaut, à moins d'une demi-unité près. 

354^. Considérons maintenant le cas où le nombre formé 
par les deux premiers chiffres de gauche du diviseur est égal 
ou supérieur au nombre des chiffres du quotient. Soit par 
exemple à calculer à moins d'une unité près le quotient de 

22 



338 LITU YI1.--»CHAPntf lY. 

479205,439 par 10,254328. Le quotient aura 6 chiffres à sa par- 
tie entière; ici n=5. Le nombre 10, fonné par les deux pre- 
miers chiffres du diviseur, est plus grand que 5; à la suite çrenons 
encore 5 cbi&es pour former le diviseur d'entrée 10,35432 : 

4 7 92 5,4.3 9 1 10,2 5 4 3 2.8 
690326 I 46732 

75068 
3290 
215 
11 
la quantité négligée dans le produit abrégé est plus petite 
que (2+3+7+6+4) ou que 22 dixièmes. Pour avoir le quo- 
tient exact, il faut au nombre entier 46732 ajouter la fraction 

A Â QQ 9 9 

' -, et en retrancher une fraction moindre que -■ — ' 



10,25...' ^ 10,25... 

Ce nombre entier est donc approché à moins d^une demi-unité 
près, par défaut ou par excès. 

On continuera de cette manière indéfiniment. 

En général , chacun des chiffres du quotient étant moindre 
que 10, la somme des chiffres du quotient est pluâ petite que 
iOn, et par conséquent la quantité c, négligée au produit, est 
plus petite que lOn dixièmes ou que n unités; d'autre part, 
la partie entière du diviseur étant égale ou supérieure à n, le 

diviseur h est plus grand que n; la fraction ? sera donc plus 

petite que - ou que Tunité. Le nombre entier obtenu exprime 

donc le quotient à moins d'une unité près, par défaut ou par 
excès. 

350. Lorsqu'on veut trouver à moins d'une unité près la 
racine d'un nombre très-grand, il est ponsible d'alMréger wi 
peu l'opération. Lorsqu'on a calculé plus de la moitié des 
chifftes de la racine, ou stuUmeni la moiUi qua»i U ptBmier 
chiff)re de la racine est égal ou supérimr ài^on obtient tous ks 
autres en divisant le reste par le double de la partie déjà trmivie 
àla racine. 
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On demande par exemple la racine du nombre 67959837 à 
moins d'une unité près. 

6 7.9 5.2 8.3 7 1 82A3 
3 9.5 I 1 6 ) 

7 12 8 I 1 64 
5 6 8 I 4 3,4 
76 

Il y a quatre cbifCres à la racine , le premier est plus grand 
que 5 : je détermine d'abord les deux premiers chiffres 82 par 
le procédé ordinaire; puis je divise le reste 712837 par le 
double 16400 de la partie déjà trouvée à la racine^ plus simple- 
ment je 4ivi86 7128 par 164; si j'écris la partie entièrô 13 da 
quotient à la droite de 82^ j'ai la racine demandée à moins 
d'une unité près. 

En effet, j'appelle A le nombre donné, a la partie 8200 déjà 
trouvée à la racine, R le reste 712837, que l'on obtient en re- 
tranchant du nombre donné A le carré a^ de la partie déjà trou- 
vée à la racine; je désigne enfin par x la seconde partie de la 
racine. Le carré du nombre fractionnaire a+x renfermant 
trois parties 

a^ + ^axx+x\ 

on a 

a*+2axaî + aj'=A. 

Si l'on retranche de part et d'autre la première partie aS il 
vient 

2axaî+a?*=A — a*=R, 

et, si l'en retranche s^ de part et d'autre^ 
2ax«nsR— «•, 

puis si l'on divise par ia^ 

_ R a?' 
. ^-2a la 

Le numérateur x* est plus petit que 100» et par conséquent 
plus petit que 10000; puisque a design» un nombre de 
quatre chiffres dont le premier est égal ou supérieur q. 5, te 
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dénominateur te est plus grand que iOOOO; pour ces deux 

raisons^ la fraction — est plus petite que ^^, c^est-à-dire 

plus petite que Funité. Si donc on néglige cette fraction , 

le quotient complet — donnera x par excès à moins d'une 

unité près. En prenant seulement la partie entière du quotient, 
on aura la racine à moins d'une unité près, par défaut ou par 
excès. 

Dans chaque exemple ^ on peut évaluer Terreur avec plus 
de précision. Dans l'exemple actuel, x étant plus petit que 50, 

jA 2500 

te plus grand que 16000, l'erreur — est plus petite que jg^nÂ* 

soit plus petite que 0,2 ; le quotient complet est compris 
entre 43,4 et 43,5; pour avoir x exactement, il faudrait re- 
trancher de ce quotient une quantité plus petite que 0,2; donc 
la racine cherchée égale 8243 par défaut à moins d'une demi- 
unité près. 



3ft y. Soit encore à calculer la racine du nombre 255896734 
à moins d'une demi-unité près. 

2.5 5.8 9.6 7.3 4 15997 

1 5.5 2 5 I 3 9 

3 8.9 
3 8 6 7 318 
22 47 9 7,0 
21 

Il y a cinq chiffres à la racine, je calcule les trois premiers 
chifihres 159 par le procédé ordinaire, puis je divise le reste 
3086734 par le double 31800 de la partie déjà trouvée à la 
racine; plus simplement je divise 30867 par 318, et j'écris à la 

X* 

droite de 159 la partie entière 97 du quotient. L'erreur — est 

plus petite que ^^^ ou que •-; puisque du quotient complet 
97,0... il faut retrancher une quantité plus petite que 0,4, il 
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en résulte que la racine cherchée égale i5997, à moins d'une 
demi-unité près. 

Pour former le dividende 30867, il suffit d'abaisser à la 
droite du reste 308 deux chiffres, autant que la partie encore 
inconnue de la racine en contient. 

Racine caMiine. 

35 S. Il est possible d'abréger Textraction de la racine cu- 
bique , comme on a abrégé Textraction de la racine carrée : 
lorsqu'on a trouvé plus de la moitié des chiffres de la racine, on 
obtient tous les autres par une division. On demande, par exem- 
ple^ la racine cubique du nombre 15878034319870 à moins 
d'une unité près. • 



1 5.8 7 8.0 2 4.3 1 9.8 7 
7 8.7 8 
2 5 3 0.2 4 
6477331 
807241 
512 2 9 



2 513 4 



12 1875 
1 89003 



3 4,2 



Il y a cinq chiffres à la racine; je détermine d'abord les trois 
premiers 251 par le procédé ordinaire; puis je divise le reste 
64773319870 par trois fois le carré de la partie déjà trouvée à la 
racine, c'est-à-dire par 1890030000, plus simplement je divise 
6477331 par 189003; si j'écris la partie entière 34 du quotient à 
Ja droite de 251, j'ai la racine demandée à moins d'une unité 
près. 

En effet, soit A le nombre donné, a la partie 25100 déjà 
trouvée à la racine, R le reste obtenu après le calcul des trois 
premiers chiffres, x la seconde partie de la racine, on a 
k={a+xy=a^+3a*x+3ax^+x^; 

d'où 

3a'a?=A— a'— 3ajc*— â5*, 

— -?: ^*-.^. 
^ ~ 3a» "a 30»* 
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Le nombre œ est plus petit que 100, tandis que a est plus 
grand que 10000 ou que 100*; donc le second terme — est plus 

petit que Tunité; on négligera le troisième terme— ^ q^î est 

plus petit que ^ ou que rr-. Ainsi le quotient complet — r 

donnera x par excès à moins d'une unité près; si Ton prend 
seulement la partie entière du quotient^ on aura la racine à 
moins d'une unité près, par défaut ou par excès. 

X* 

Dans Texetnple actuel, l'erreur commise — est plus petite 

40* 
que - ■ -^ , soit plus petite que 0,1 , et Ton a la racine à moins 

d'un dixième près. 



CHAPITRE ¥• 



3$0. Il arf^ye souyent que Ton a à effectuer des calculs sur 
des nombres approchés. On a vu en effet que les grandeurs in- 
comm^niurablès ne p^rrent pas être mesurées e:;^actenient. 
D'ailleurs les instruments dont on se sert dans la mesure des 
grandetut ï^ poni susceptibles que d'un certain degré de pré» 
cision; les nombres obtenus doivent être regardés, non pas 
comme iee q^esures exactes des grandeurs , mais comme des 
évaluations plus ou moins approchées, suivant la perfection de 
Finrirument. Ces nombres approchés étant introduits dans les 
calculs, on arrive à un résultat inexact; il se présente ici deux 
questions : !<> Connaissant l'approximation des nombres sur 
les^uçls on opère, quelle est l'approximation du résultat? -^ 
âo Avec quelle approximation faut-il avoir les nombres sur les- 
queto on pp^, pour que l'on obtienne le résultat avec une 
approximation donpée? 

3SO. Ordinairement on exprime l'approximation d'un 
nombre décimal en disant qu'elle est moindre qu'une certaine 
unité décimale 10". Lorsqu'on connaît le sens de l'erreur, 
il est possible d'écrire le nombre avec n chiffres décimaux 
exedp* Soit le nombre â8,4573â approché par excès à moips 
de 0,001 près; le nombre 28,457 est aussi approché à moins 
de 0,001, dans un sens ou dans l'autre. Soit le nombre 
28,4S63S approché par défaut à moins de 0,001 ; le nombre 
28,457 est aussi approché à moins de 0,001, dans un sens 
ou dans l^autre. Mais lorsqu'on ne connaît pas le sens de Y9J^ 
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proximatioD, ceci n'est pas toujours possible. Si le nombre 
28^45732 est approché à moins de 0^001 dans un sens incouDU, 
le nombre exact est compris entre 28^45632 et 28^45832; cha- 
cun des nombres 28,457 et 28,458 serait approché à moins de 
2 millièmes. 

On effectuera rapidement les calculs sur les nombres appro- 
chés à Taide des procédés que nous avons expliqués dans le 
chapitre précédent, liais il y a une précaution à prendre : Fap- 
proximation des nombres donnés introduit une certaine er- 
reur dans le résultat, l'opération abrégée en occasionne une 
seconde; il importe que la seconde erreur n'augmente pas 
considérablement la première. Si la première erreur est moin- 

dre que — et dans un sens connu, on dirigera les calculs de 

1 
manière que la seconde soit aussi moindre que 77^- et en sens 

lu" 

1 
inverse; on aura ainsi le résultat à moins de -7^ près. Si la 

première erreur est moindre que •ttv;^^ (^ étant un nombre 

d'un chiffre) et dans un sens inconnu, on dirigera les calculs 

de manière que la seconde erreur soit moindre que --r- — ; 

10 
la somme des deux erreurs étant plus petite que jr— ou que 

TT-y on aura encore le résultat à moins de r^r' 
ICr 10» 



Addition. 

301. Lorsqu'on fait l'addition de plusieurs nombres appro- 
cbés dans le même sens, Terreur commise sur le résultat est 
égale à la somme des erreurs partielles. Soit à additionner les 
nombres 12,457, 7,875, 0,209, 3,628 approchés par excès, cha- 
cun à moins d'un millième. L'addition donne 24,169. L'erreur 
commise étant moindre que 4 millièmes, la somme exacte est 
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comprise entre 24,165 et 24,169. On prendra 24,17 par excès, 
à moins d'un demi-centième près. 

Mais quand on ne connaît pas le sens de l'approximation des 
nombres proposés, les uns étant approchés par défaut, les 
autres par excès, les erreurs se compensent en partie, et Ter- 
reur commise sur le résultat est moindre que la somme des 
erreurs partielles. Proposons-nous d'additionner les nombres 
précédents approchés chacun à moins de 1 millième, mais 
dans un sens inconnu. Dans le cas le plus défavorable , l'er- 
reur sera moindre que 4 millièmes; de sorte que le résultat 
exact est compris entre 24,165 et 24,173. On prendra 24,17 à 
moins d'un demi-centième près, dans un sens inconnu. 

(ionstracUon. 

309. L'erreur commise sur la différence de deux nombres 
approchés égale la différence ou la somme des erreurs com- 
mises sur les deux nombres, suivant que ces deux nombres 
sont approchés dans le même sens ou en sens contraire. Du 
nombre 47,259 approché par excès à moins de 1 milUème, soit 
à retrancher le nombre 29,345 approché par défaut à moins 
de 1 mUlièroe, l'opération donne 17,914. Ce nombre est trop 
fort, et l'erreur commise est moindre que 2 millièmes. La dif- 
férence exacte est donc comprise entre 27,912 et 27,914; on 
prendra 27,91 par défaut à moins de 1 demi-centième près. Si 
l'on ne connaissait pas le sens des erreur*, l'erreur commise 
sur le résultat étant moindre que 2 miUièmes dans un sens ou 
dans l'autre, la différence exacte serait comprise entre 27,912 
et 27,916; on prendrait 27,91 par défaut à moins de 1 centième 
près. 

MoltlpUcation. 

Produit d'un nombre approché par un nombre exact. 

303. Considérons d'abord le cas où l'on multiplie un nom- 
bre approché par un nombre exact. 11 est clair que l'erreur 
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commise sur le résultat est égale à Terreur commise sur Ifi 
facteur approché^ multipliée par le facteur exact. 

Exemple I. Soit à multiplier le nombre 25^674^ approché par 
excès à moins de 1 millième, par le nombre exact 82^467. Le 
multiplicateur étant moindre que 83 unités^ Terreur commise 
sur le produit est plus petite que83 millièmes ou que 1 dixième. 
Nous calculerons le produit par la méthode abrégée à moins 
de i dixième, en plaçant sous les millièmes du multiplieande 
le chiffre des unités du multiplicateur. 
2 5,6 7 4 
76128 



2053920 

5i 348 

9507 

1536 

i75 

2 109,5 4 6 



Les preduiti partiels fournis par tes troii cbîl&es i, if, 7 da 
uuiltipUcateur étant seuls inexacts^ la quantité négligée au 
, roduit est moindre que 1 +6+7 ou que 14 miUièoies. h^ pro- 
duit ealcùlé exactement serait compris mtr» 3ii)S0»546 et 
2109^560; pour avoir le produit exact, il faut en retrandier um 
quantité moindre que 83 miliiàraes; le produit esact est dpoo 
compris entre 21059,463 et 2109,560; on prendra 310&9»5 i 
moins d'un dixième, dans un sens inconnu. 

Si Ton nd connaissait pas le sens de Terreur copunise sur te 
multiplicande, le produit exact étant compris entre 21059,463 
et 21059,643, on prendrait 21059,55 à moins d'un dixième 
^irès; le second chiffire décimal devrait être conservé, quoique 
inexact. Le nombre 21059,5 avec un seul chiffre décimal ne 
serait approché qu'à moins de 15 c^tiàmes, on plus simple- 
ment de 2 dixièmes. 

ExBM^LE IL Calculer la circonférence d'un ceitle dont le 
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rayon est 5^87 à moins d'un centième près. En désignant par r 
le rayon et par t: le rapport de la circonférenoe au diamètre^ 
on sait que la circonférence est égale à âwr. On a 
it=3,UlB926... 
2ir=6,2831852... 

Pour avoir la circonférence, il faut multiplier le pombre 2w 
par le rayon r. L'erreur commise sur le second facteur occa- 
sionne dans le produit une erreur moindre qae 7 centièmes 
ou que i dixième. Si l'on effectue la multiplication par la mé- 
thode abrégée à moins de 1 dixième près, c'est-à-dire en pla- 
çant le chiffre des unités du multiplicateur sous le chiffre des 
millièmes du multiplicande, on trouve 36,873, et la partie né- 
gligée au produit est moindre que 5+8+7, ou que 20 millièmes. 
Le produit calculé exactement serait donc compris entre 36,873 
et 36,893. Pour avoir le produit exact, il faut ajouter ou retran- 
cher une quantité moindre que 7 centièmes; le produit exact 
est donc compris mtxe 36,80 et 36t963. On preodra ^fi à 
moins d'un dixième près. 

Exemple III. Calculer, à moins d'un millimètre près, la cir- 
conférence du cercle circonscrit au carré qui a un mètre de 
côté. 

Si Ton appelle x la longueur de la circonférence, on a 

oc=i:\/^. L'erreur commise sur l/s étani multipliée par un 
nombre plus petit que 4^ il suffit de calculer ce facteur à moins 

d'un dix-millième, ce qui donne 1^2=1,4143 par excès. Faisant 
le produit par la méthode abrégée^ à moijis de 1 milliàme^ on 
trouve 4,44309, et la partie négligée est moindre que 13 cent- 
millièmes. Le produit calculé exactement serait donc compris 
entre 4,4430 et 4,4433. Pour avoir le produit exact, il faut tti 
retrancher une quantité plus petite que 4 dixHDiliiènies; le 
produit exact est donc compris entre 4,4426 et 4,4433 ; on 
prendra 4,443 à moins d'un demi-miUième, par défaut ou 
par excès. 
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Produit de deux nombres approchés. 

304. Considérons maintenant le produit de deux facteurs 
approchés. Nous examinerons différents cas, suivant que les 
deux facteurs sont approchés dans le même sens ou en sens 
contraire. Appelons a et 6 les valeurs exactes des deux fac- 
teurs ; supposons que le facteur a soit compris entre les deux 
quantités a' et a" approchées, la première par défaut^ la se- 
conde par excès; que de même le second facteur soit compris 
entre les deux quantités V et 6" approchées, la première par 
défaut, la seconde par excès. 

1° Prenons d'abord les deux valeurs a'' et 6'' approchées par 
excès. Posons 

a et p étant les erreurs commises sur ces deux valeurs. 
On a 

d'où Ton déduit 

a'fb^'—ab=ba + a^+ap. 

En groupant les deux derniers termes, on peut écrire 

Si Ton appelle e la différence entre le produit exact ab et le 
produit approché a^^V, et si dans le terme 6a on remplace le 
nombre b par le nombre plus grand V, on obtient la formule 

2o Prenons maintenant les deux valeurs a^ et V approchées 
par défaut. Posons 

6=6' + p. 
On a 

a6=(a'+a)(6'+p)=a'fc'-f-6'a+a'p-h«P, 
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d'où 

En groupant les deux derniers termes^ on peut écrire 
a6— a'6'=6'a + (a^ + a)p=6'a + ap. 

Si Ton désigne comme précédemment par e la dijQFérence 
entre le produit exact àb et le produit approché a'V, on a 

e<6"a + a''p. 

^ Prenons maintenant Tun des facteurs a'^ par excès, l'au- 
tre b^ par défaut. Posons 

6 =6^+p. 



On a 
d'où 

On en déduit 
ou 



an&'+P)=6(a+«), 
a/'6/+a"p=a6+6«. 



a6— a''6'=a'^p-6a, 

suivant que le produit approché a'^V est plus grand ou plus 
petit que le produit exact ab, Daos le premier cas. Terreur 
commise est moindre que la quantité ba; dans le second cas, 
elle est moindre que a^^P; dans les deux cas, Terreur est moin- 
dre que la plus grande des deux quantités V^ol, a'^p. On peut 
dire encore que Terreur est moindre que la somme b'^a+a^^p. 
On conclut de ce qui précède que, dans tous les cas, V erreur 
commise sur le produit de dev^ facteurs approchés est moindre 
que la somme des produits que Von obtient en multipliant l'er- 
reur commise sur chaque facteur par r autre facteur pris par 
excès. 



350 UVRB YII.-- CHAPITRE V« 

Carré d\m nombre approché. 

365. Lorsque les deux facteurs a et & sont égaux entre etix^ 
le produit ab devient un carré 0*^ et Terreur commise est 
moindre que a"a+a''a ,c'est-à-dire moindre que 2a"a, Ainsi 
Verrew commise sur le carré d'un nombre approché est plus 
petite que deux fois l'erreur commise sur cenombre multipliée 
par ce nombre lui-même pris par excès. 

Exemples. 

Exemple I. Calculer le produit des deux nombres 34,258 et 
21^367 approchés tous deux par excès à moins d'un millième. 
Ces facteurs étant respectivement moindres que 35 et ^% Terreur 
commise sur le produit proposé sera plus pelile que 22 rail- 
lièmeS; plus 35 millièmes^ c^est-à-dire plus petite que 57 mil- 
lièmes^ ou que 1 dixième. En calculant le produit par la tnér 
thode abrégée à moins de 1 dixième, on trouve 731,983; la 
quantité négligée est moindre que 3+6+7 ou que 16 millièmes. 
Le produit, calculé exactement, est donc compris entre 731,983 
et 73i,999; pour avoir le produit exact, il faut retrancher une 
quantité moindre que 57 millièmes; il en résulte que le produit 
exact est compris entre 731,926 et 731,999; on prendra 731,9 
par défaut à moins d'un dixième près. 

Si Ton ne connaissait pas le sens de Tapproximation des deux 
facteurs, le produit exact serait compris entre 731,926 et 
732,056. On prendrait 732,0 à moins d'nn dixième, par défaut 
ou par excès. 

Exemple U. Calculer la surface du cercle dont le rayon 
est 5,87 à moins d'un centimètre près. La surface d'un 
cercle est exprimée par la formule icr*. L'erreur commise sur 
le carrer* est moindre que 1 centième multiplié par deux fois le 
rayon pris par excès, c'est-à-dire moindre que 12 centièmes; 
dans le produit irxr% Terreur provenant du facteur n sera 
moindre que 0,12x3,2, c'est-à-dire moindre que 0,4; on 
aura ainsi la surface à moins d'un mètre carré près. Il faut 
diriger les calculs en conséquence. En calculant r* par la 



CALCDUI P'APPROXIMATIOH. 351 

méthode abrégée à moins de 0^1^ on trouve 34^459, et la 
partie négligée est moindre qoe 7 millièmes > si Ton 
prend r'53;34>46> l'erreur provenant du calcul étant moin- 
dre que 1 centième. Terreur totale sur r* sera moindre que 
13 centièmes. 11 en résulte sur tct* une erreur moindre que 
0,5. En calculant le produit TrXr* par la méthode abrégée à 
moins de 1 unité, on trouve 108,18, et la quantité négligée est 
moindre que 3+4+4+5 ou 16 centièmes; le produit calculé 
exactement serait compris entre 108,18 et 108,34; pour avoir 
te produit exact, il faut ajouter ou retrancher une quantité 
moindre que 0,5; le produit exact est donc compris entre 
407,6 et 108,9; on prendra 108 à moins d'une unité près. 

Produit de plusieurs Jeteurs approchés. 

366. La règle que nous avons donnée pour évaluer Ter- 
reur commise sur le produit de deux facteurs approchés peut 
être étendue à un nombre quelconque de facteurs. Soient a, 6, c 
trois facteurs, o'', 6'^, &' des valeurs approchées par excès, a, p, 
Y les erreurs commises sur ces trois facteurs, quand on les 
prend par défaut ou par excès. Nous avons vu que Terreur 
Commise sur le produit axb est moindre que V^a+a^'p. De 
même, Terreur commise sur le produit ab et c de deux facteurs 
est moindre que 

(5//a+a''p)c"+a'V'Y, 
ou que 

6'V'a + dV'p+o^^6^^Y- 
Et ainsi de suite. On en conclut que l'erreur commise sur te 
produit de pluitmrs factêu/ts approchée est moindre que la 
somme des produits que Von obtient en' multipliant l'erreur de 
chaque facteur par le produit de tous tes autres facteurs pris par 
excès. 

Cube d'un nombre approché. 

$6Sr. Lorsque les trois facteurs a, 6, c, sont égaux, le pro- 
duit abc devient le cube a% et Terreur commise est moindre 
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que 3a^'*a. Ainsi Verreur commise sur le cube d'un nombre ap- 
proché est moindre que l'erreur commise sur le nombre mulli" 
pliée par trois fois le carré de ce nombre pris par excès, 

DiTlsIon. 

Quotient d*un nombre approché par un nombre eiact. 

SOS. Lorsque le dividende est approché^ le diviseur 
exacte il est clair que Terreur commise sur le quotient est égale 
à l'erreur commise sur le dividende divisée par le diviseur. 

Soit par exemple à diviser le nombre 3254,6, approché à 
moins d'un dixième, par le nombre exact 235. L'erreur com- 
mise sur le quotient sera moindre que —--, et par conséquent 

plus petite que 0,0005. La division donne 13,8493; le quotient 
exact est compris entre 13,8488 et 13,8499; on prendra 13,849 
à moins d'un millième près. 

Quotient d*un nombre exact par un nombre approché. 

369. Considérons, en second lieu^ le cas où le dividende 
est exact, le diviseur approché. Appelons a le dividende, 6 le 
diviseur compris entre les deux valeurs b' et V^ approchées, la 
première par défaut, la seconde par excès. Prenons d'abord la 
valeur 6' approchée par défaut, et posons 6z=6'+p, on a 

a a _ a (b—V) _ap a^ 
V * ~ W ~ bV^ b'* ' 

Si Ton prend la valeur b'^ approchée par défaut, et si Ton pose 

6''=6+p, on a de même 

a_a _ a(V'— b)_a^ gp 
6 bf'^ bb" ~ bb"^ 6'»' 

Ainsi, dans tous les cas, Verreur commise sur le quotient d'un 
nombre exact par un nombre approché est moindre que Verreur 
du diviseur multipliée par le dividende et divisée par le carré du 
diviseur pris par défaut. 
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Soit par exemple à diviser le nombre exact 46^853 par le 

nombre 5^3672 approché par excès à moins d'un dix-millième. 

,.,,., 0,0001X47 
L erreur commise sur le quotient est moindre que -^ — zrz » 

et par conséquent moindre que 0,0002. On calculera donc le 
quotient à moins de i millième; la question revient à calculer 
à moins d'une unité le quotient de 46853 par K,3672. 



46 8 5 3,0 


8,36 7 2 


39154 


8729 


1585 




513 




36 





En opérant par la méthode abrégée , on trouTe le quotient 
entier 8729; tenant compte du reste ^ nous ajouterons à ce 

q a 

nombre la fraction r^;;s;;r=0,6..., ce qui donne le nombre 
D,3o7z 

décimal approché 8729,6... La partie négligée au produit du 

diyiseur par le quotient est moindre que (7+2+9) ou que 18 

dixièmes; il faut donc retrancher du quotient une fraction 

i 8 
moindre que -—, et par conséquent moindre que 0,4. D'autre 
o 

part, le divieur étant approché par excès, il faut ajouter une 

quantité moindre que 0,2. Le quotient exact sera donc compris 

entre 8729,2 et 8729,9. On prendra 8729 par défaut à moins 

d'une unité. Le quotient cherché est 8^729 par défaut à moins 

de 1 millième. 



Quotiettt de deux nombres approchés. 

3TO. Évaluons maintenant l'erreur commise sur le quo- 
tient de deux nombres approchés. Le dividende a est compris 
entre les deux valeurs a' et a" approchées, la première par dé- 
faut, la seconde par excès. Le diviseur 6 est lui-même compris 
entre V et b\ Nous examinerons différents cas, suivant que le 

23 
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dividende et le ^viseur «ont approchés dans le même seni ou 
en sens contraires* 

io Prenons d'abord le dividende al' par excès^ le diviseur V 
par défieiut^ on a • 

d' «_ 6o<^^(ty _ Ko+»hHi(t^) _ ^i-fap _« gp, 
*'*"»&' ~ W ^ W '^'^W' 

d'où Ton déduit^ eu désignant par e rerretir commise sor te 
quotient 

2° Si l'on prend le dividende a' par défaut, le diviseur V par 
excès, on a de même 
a a'_ ay'--6o»_a(64.p)— 6(o~a) _ op4.6g _et op, 

d'où 

3o En prenant le dividende et le diviseur par exc^s^ on a 

ou 

sutTant que le quotient approché est plus grand cm plus petit 
que le quotient exact. 

4o En prenant le dividende et le diviseur par définit^ en à de 
même 

a d ^ a^_ a|_ 

ou 

a' £_^_^ 
6' 6~é6' y* 

Ainsi^ quand on prend les nombres en sens contraire^ Fer* 
reur commise sur le quotient est plus petite que la somme.des 
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deux quantités-^^9 —; quand on les prend dans le même sens^ 

Terreur est plus petite que la plus grande de ces deux quanti* 
tés. Dans tous les cas» Terreur est plus petite que leur somme. 
Cherchons/ par exemple, le quotient du nombre %6të, ap- 
proché par excès à moins de 1 millième par le nombre^ 1^34S^ 
approché par défaut aussi à moins de 1 millième. L'erreur 

.. X X I *.i O^OOi . 3X0,001 

commise sur le quotient est plus petite que . + ; 

1 1 

ou que 0,004^ Le quotient calculé est 2^1216 et une fraction de 

millième; il faut en retrancher une quantité moindre que 

0,004; le quotient exact est donc compris entre 2,123 et 3,127; 

on prendra 2,12 par défaut à moins d'un centième près. 

ttaistue cairrèe. 

371. On demande la racine carrée d'un nombre a compris 
entre led deuï taleur» a' et a" approchées, la première par dé* 
faut, la Seconde par exeès. On a 

\/a^\/^ ~ i/â+ \/€^ ' 

ou 

suiyant que Ton prend la valeur approchée par défaut ou U 
valeur approchée par excès. Dans tous les cas, en désignant par 
a Terreur commise sur le nombre proposé et par t Terreur 
commise sur la racine, on a 

^<~ 
2l/a^ 

Ainsi l'erreur commise sur ta racine carrée d'un nombre ap- 
proché est plus petite que l'erreur commise sur ce nombre, divi- 
sée par deuo) fm la racine carrée de ce nombre pris par défaut. 
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Exemples. 

Exemple I. Extraire la racine carrée du nombre 232^48 ap- 
proché par défaut à moins de i centième près. L'erreur com- 
mise sur la racine sera plus petite que — ^zz=., et par consé- 

21^232 

quent plus petite que ' ou que 0,0005. 

La racine calculée par le procédé ordinaire est 45,2472... Il 
faut y ajouter une quantité plus petite que 0,0005; la racine 
exacte est donc comprise entre 15,2472 et 15,2478. On pren- 
dra 15,247 par défaut à moins de 1 millième près. 

Exemple IL Calculer à moins de 1 millième près la racine 
quatrième du nombre 15943286. On sait que 

1/15943286= ^ 1^15943286. 
Cherchons d'abord avec quelle approximation il faut calcu- 
ler la première racine carrée pour avoir la seconde à moins de 
0,001. La première racine est plus grande que 3000, la seconde 
plus grande que 50. Si donc on appelle a Terreur commise sur la 
première racine, l'erreur commise sur la seconde sera moindre 

oc ot 

que-r — ^ ou que r-r^; il suffira donc de calculer la première 

racine à moins de 1 dixième près. En extrayant la première 
racine, on trouve 3992,9 par défaut à moins de 1 dixième; en 
extrayant la seconde On trouve 63,190 par excès. Pour avoir le 
résultat exacl, il faut augmenter et diminuer ce nombre d'une 
quantité moiudre que un millième; on prendra donc 63,190 à 
moins de 1 millième près. 

Exemple III. Calculer à moins de 1 millième près le rayon 
du cercle dont la surface est de 254 mètres carrés. 
Le rayon cherché est donné par la formule 






Le quotient est plus grand que 60 et le rayon plus grand 
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que 7; si Ton appelle a Terreur commise sur le quotient^ Terreur 

oc a 

commise sur la racine sera moindre que ;r — r ou que ttt. Pour 

^ 2x7 ^ 10 

ayoir la racine à moins de i millième, il suffit donc de calculer le 
quotient à moins de i centième. Le quotient est 80,85 par dé- 
faut à moins de i centième près; la racine carrée de ce nombre 
est 8,992 par excès. Gomme il faut augmenter ou diminuer ce 
nombre d'une quantité moindre que 1 millième^ on prendra 
8,992 à moins d'un millième par défaut ou par excès. 

Bacine cnbiiiae* 

379. Nous nous servirons ici de Tégalité 

(a'— 6») = (a«+a6+6«) (a— 6), 

que Ton vérifiera aisément en effectuant la multiplication; on 
en déduit 

a*— 6* 



a— 6=' 



Dans cette égalité remplaçons a et 6 par / a et / o^ ; il vient 



3 



l^- l^ = 



a—d 



{\/ây+y^i^+i}/â'y 



On a de même 



=•> — "y— a!' — d 



Si donc on appelle a Terreur commise sur le nombre approché 
et e Terreur commise sur la racine cubique^ on a, dans tous 
lescas^ 



s< 



3(l^)* 

Verreur commise sur la racine cubique d'un nombre appro- 
ché est plus petite que Verreur commise sur le nombre divisée 
par trois fois le carré de la racine cubique de ce nombre pris par 
défaut. 
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Erreiw* FalaU?6(k 

Sy 3. L'erreur Ql^90im cômmiae aur un nombre est œ quMl 
fondrait y jouter m en retrancher pour avoir le MnilNre 
ei^Qt. 

L'erreur reUUm e^t Terreur absolue divisée par le nooibre 
lUHuême. 

Supposons^ par exemple» que^ sur une longueur de <000 
mètres^ on commette une erreur de 1 mètre; en imaginant 
cette erreur de 1 mètroi rép^tie uuitQrmément sur les 1000 
mètres, c'est 1 millimètre par mètre, ce qu'on exprime en di- 
sant que l'erreur relative est ^. 

Supposons maintenant que, sur une longueur de 2000 mè- 
tres, on commette une erreur de 3 mètres; l'erreur, répartie 
uniformément, ne sera encore que de 1 millimètre par mètre, 
ce qui constitue la même erreur relative ^^. Sur une lon- 
gueur double on a commis une erreur absolue double; mais 
l'erreur relative n'a pas changé. De même si, sur une longueur 
triple 9 on commet une erreur absolue trois foi» plus grande, 
l'erreur relative reste encore la même. 

C'est par l'erreur relative qu'il faut jug^r du degré d'approxi- 
mation avec lequel on mesure les grandeurs. Il est clair en efiét 
qu'une erreur de 1 décimètre sur une grande longueur, eonune 
la distance de deux villes, est tout à fait négligeable, tandis 
qu'elle est très^sensible sur une petite longueur, comme celle 
d'une table. Si, par exemple, on a commis une erreur de l^mè- 
tx% sur une longueur de lOO mètres» et une erreur de IQ iaè« 
tve^ sur une longueur de 10000 mètres^ on doit regarder li^ se- 
conde mesure comme plus exacte que la première, quoi(}ue 
l'erreur absolue soit plus grande. Car^ dans le premier cas, 
l'erreur est de 1 centimètre par mètre, tandis que, dans le se- 
cond cas, elle n'est que de 1 millimètre par mètre. 

31^4. Il existe une relation très-simple entre l'erreur re« 
lative d'un nombre approché et le nombre des chiffire« exacts 
qui le composent. Soit le nombre 62,85 approché à moins â*un 
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centième , et par coaséquent formé de quaîm chiffres exacts. 
Si nous déplaçons la virgule de manière à n'avoir qu'un cbit- 
fre à la partie entière, nous aurons le nombre 6>2I8S ^pprodàé 
à moins d'un millième. 

i 
L'erreur absolue est ici moindre que jj^ et Terreur relative 

moindre que ^— jjvi^ puisque le nombre est plus grand que 6. 

On dira plus simplement que l'erreur relative c$t moindre que 
1 
-|T^» c'est-à-dire qu'une unité décimale du troMème ordre. 

De même^ soit le nombre 0^967435 approché à moins de i 
millionième y et par conséquent formé de six chiffres exacts. 
En déplaçant l^ virguto on a le nombre 9,67495 approché à 

moins de jrr. L'erreur relative est ici plus petite que ■ * ^^ \ 

on dira plus simplement qu'elle est plus petite que ttç> ç'eat- 

à-dire qu'une unité décimale du dt^fiiîJme ordre. 

En général»*»! 1# nombre contient n chiffres exacts^ et si l'on 
désigne par k le premier chiffre de gauche^ on verra que Per- 

reur relative est moindre que ■ .^v^^ . On dira plus simple-- 

ment qu^elle est moindre que -r^. Ainsi, V erreur relative iH 

toujours moindre quinm umté déeimah é# Tordra ma^fuipm 
lu ncmbre d^ ohiffru waek maim im* 



375. La considération des erreurs relatives permet d'é- 
noncer d'une manière approximative et r^iÂde l'err^uf com- 
mise dans le résultat d'opérations eSectué»» »nr dei nombres 
approchés. 

Soient a et Mes valeur» exactes des deux facteurs d'un pro« 
doit; appelons a + » et J+p les valeura approchées, les quan^ 
tités a et p étant positives ou négatives^ suivant que les facteurs 
sont approchés par excès ou par défwi On a d'une mamère 
générale 
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(a+a) (6+p)=a6+6a + ap+ap; 

ladiflférence entre le produit approché (a+a) (6+p) et le pro- 
duit exact ab est donc 

ba+ap+oLp. 

Si Ton néglige le terme ap qui est très-petit par rapport à cha- 
cun des deux autres^ cette différence sera à peu près égale à 

boL+ap. 

Divisons maintenant cette différence par le produit exact ab 
pour avoir Terreur relative ; nous aurons 

a^b 

Ainsi, Verreur relative d'un produit de deux facteurs appro- 
chés est sensiblement égale à la somme des erreurs relatives des 
deux facteurs. 

Si les deux facteurs étaient approchés, Fun par défaut, Tautre 
par excès, Terreur relative du produit serait sensiblement égale 
à la différence des erreurs relatives des facteurs. 

Cette proposition peut être étendue évidemment au produit 
d'un nombre quelconque de facteurs approchés; car, en mul- 
tipliant par un nouveau facteur, on ajoute Terreur relative de 
ce facteur. 

Le carré étant le produit de deux facteurs égaux, on en dé- 
duit que l'erreur relative du carré d'un nombre approché est 
sensiblement égale à deux fois Verreur de ce nombre. 

De même, Verreur relative du cube d'un nombre approché est 
sensiblement égale à trois fois Verreur relative de ce nombre. 

3T0. Si Ton considère le dividende comme le produit du 
diviseur par le quotient, on voit que Terreur relative du divi- 
dende est sensiblement égale à Terreur relative du diviseur 
augmentée ou diminuée de celle du quotient. Il en résulte que 
Terreur relative du quotient est sensiblement égale à Terreur 
relative du dividende, diminuée ou augmentée de celle du di- 
viseur, suivant que les deux nombres sont approchés dans le 
même sens ou en sens contraires. En se plaçant dans le cas le 
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plus défavorable, on évaluera l'erreur relative du quotient en 
prenant la somme des erreurs relatives du dividende et du dt- 
viseur. 

L'erreur relative du carré d'un nombre approché étant sen- 
siblement égale au double de Terreur relative du nombre lui- 
même, il en résuite que l'erreur relative de la racine carrée 
d'un nombre approché est sensiblement égale à la moitié de 
Verreur relative du nombre. 

De même, l'erreur relative de la racine cubique d'un nombre 
approché est sensiblement égale au tiers de l'erreur relative du 
nombre. 

Voici deux exemples qui feront comprendre l'utilité de ces 
propositions sur les erreurs relatives. 

Exemple L Calculer ^^(l+v/2)x(/5— 2) avec une er- 

1 1 

reur relative moindre que ,,_,- ou que r-r. 

10000 10 

Il s'agit d'efTectuer le produit des deux facteurs approchés 

1 + / 2 et |/ 5—2 et d'extraire la racine carrée de ce produit. 

Si Fon calcule chaque facteur avec une erreur relative moindre 

1 2 

que —, l'erreur relative du produit sera moindre que — ;; 

celle de la racine deux fois plus petite, soit —r. Il suffit donc de 

10 

calculer chaque facteur avec cinq chiffres exacts. 

_, ♦ 

v/5=2,23607 /5— 2=0,23607 

(1 + /2) X (v^ 5— 2) =0,80992 



V^(l+/2)X(/5— 2)= 0,75*93. 

Ex«PLKn. calculer + ./i)x(3-KT^) x(i8- 1^) 

(120+l/7)x(3+l/5) 

avec une erreur relative moindre que -rrr. 

10* 

Il entre dans le calcul cinq facteurs approchés, et Ton sait 
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que l'erreur relative du résultat, dans le cas le plus défavO'- 
rable» celui où toutet lea erreurs s'^outent, estsensUdement 

égal à la somme des cinq erreurs relatives. Si l'on obtient 

chaque facteur avec une erreur relative moindre que r^, on 

i.™ 

aur& le résultat avec une erreur relative moindre que ï^* ^t 

par conséquent moindre que — . On calculera donc chaque 

ftcteav «v«c quatre chifljm exacts. 

^i=l,4i4 1+ !/§= 2,444 

i^ 1^=1,189 3— ^^1^2= 1,811 

•^ = 1,73 15— t/3= 13,27 

1^7 = 2,6 120+ 1/7 = 122,6 

1^ = 2,236 3+ 1/5= 5,236 

(1 + 1/2) X (3 — \/î/i) = 4,372 

(1 + l^) X (3 - V^) X (15 —^)= 58.01 
(120 + 1/7) X (3 + 1/5~) = 641,9 

(1 + ^) X(a~ y/ï^) X (15-^3) _ ^^^^ 
(120+l/7)x(3+l^) 
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